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Анотацiя

Роботу присвячено опису полiномiальних розв’язкiв системи лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь нескiнченного порядку в скiнченновимiрному просторi. З та-
кою системою пов’язується лiнiйний диференцiальний оператор нескiнченного
порядку з квадратними матричними коефiцiєнтами. Показано, що необхiдною i
достатньою умовою iснування та єдиностi розв’язку цiєї системи при будь-якiй
полiномiальнiй правiй частинi є оборотнiсть вiльного члену цього оператору.
Для побудови вiдповiдного єдиного розв’язку застосовується метод iталiйсько-
го математика У. Броджи, який вiн запропонував для побудови розв’язкiв ска-
лярних лiнiйних диференцiальних рiвнянь скiнченного порядку. У випадку не-
оборотностi вiльного члену лiнiйного диференцiального оператору система або
взагалi не має полiномiальних розв’язкiв, або має нескiнченну кiлькiсть таких
розв’язкiв. В цьому випадку виникає задача побудови загального полiномiально-
го розв’язку цiєї системи. При додаткових умовах на матричнi коефiцiєнти для
опису загального полiномiального розв’язку також можна використати метод У.
Броджи. Зроблено програмну реалiзацiю цього методу в середовищi Python для
побудови загального полiномiального розв’язку системи. В загальнiй ситуацiї
при необоротному вiльному членi оператора запропоновано метод невизначе-
них коефiцiєнтiв, який зводить задачу знаходження полiномiальних розв’язкiв
системи до розв’язання деякої системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Створе-
на програмна реалiзацiя методу невизначенних коефiцiєнтiв дозволяє описати
полiномiальнi розв’язки степеню не вище заданого числа. Надано оцiнку знизу
степеню полiномiального розв’язку системи. Результати роботи також частково
узагальнюють вiдповiднi результатi робот С.Л. Гефтера, А.Б. Гончарук та О.Л.
Пiвня для скалярних лiнiйних диференцiальних рiвнянь скiнченного i нескiн-
ченного порядку над комутативними кiльцями з одиницею.

Ключовi слова: система лiнiйних диференцiальних рiвнянь нескiнченного
порядку, полiномiальний розв’язок, диференцiальний оператор, матричнi кое-
фiцiєнти, програмна реалiзацiя
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Dmytro TYMOSHCHUK, Polynomial solutions of infinite order systems of linear
differential equations

Abstract

This study is devoted to a description of the polynomial solutions of the system
of infinite order linear differential equations in the finite-dimensional space. The
infinite order linear differential operator with square matrix coefficients is connected
with this system. It is shown that the invertibility of the constant matrix term is a
necessary and sufficient condition for the existence and uniqueness of the solution of
this system for an arbitrary polynomial right-hand side. To construct the correspondi-
ng unique solution it is applied the method of Italian mathematician U. Broggi,
which was originally used to construct the solutions of scalar finite order linear
differential equations. In the case of non-invertibility of the constant matrix term
of the linear differential operator, the system either has infinitely many polynomial
solutions or has no such solutions. In this case, the problem of the constructing of the
general polynomial solution of this system appears. Under additional conditions on
matrix coefficients for the description general polynomial solution can be used the U.
Broggi’s method. The software implementation has been developed for this method
in a Python environment for the construction of a general polynomial solution of
the system. In the general case, under non-invertibility of the constant matrix term
of the operator, an undetermined coefficients method is proposed that reduces the
problem of finding polynomial solutions of the system to the problem of solving
some system of linear algebraic equations. The software implementation has been
developed of the undetermined coefficients method, making it possible to describe
polynomial solutions of degree less than or equal to a given integer. A lower bound
has been established for the degree of the solution of the system. The results of this
study partially generalize the results of S.L. Gefter, A.B. Goncharuk, A.L. Piven’ for
scalar linear differential equations of finite and infinite order over a commutative ring
with identity.

Keywords: system of linear differential equations of infinite order, polynomial
solution, differential operator, matrix coefficient, software implementation.
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Вступ

Як вiдомо (див., наприклад, [1, Теорема 2.3.4]), лiнiйне диференцiальне рiв-
няння зi сталими коефiцiєнтами

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑎 𝑗𝑢
( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥) (0.1)

завжди має полiномiальний розв’язок при правiй полiномiальнiй частинi 𝑃(𝑥).
В 1930 роцi iталiйським математикомУ. Броджи вперше було запропоновано

метод побудови полiномiального розв’язку диференцiального рiвняння (0.1) за
допомоги формального степеневого ряду, що є оборотним до характеристично-
го многочлену

𝑛∑
𝑗=0
𝑎 𝑗𝜆

𝑗 за умови, що 𝑎0 ≠ 0 (див. [2, §5, 22.2]). Узагальнення

цього результату на випадок рiвняння (0.1) над комутативним кiльцем з одини-
цею при умовi оборотностi елементу 𝑎0, було виконано в статтi [3] з доведенням
єдиностi розв’язку. З теореми [4, Теорема 3, с. 21] випливає iснування неєдиного
полiномiального розв’язку диференцiального рiвняння нескiнченного порядку
∞∑
𝑗=0
𝑎 𝑗𝑢

( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами 𝑎 𝑗 (𝑎0 = 0, 𝑎𝑛 ≠ 0 для деякого

𝑛 ∈ N) i будь-якою правою полiномiальною правою частиною 𝑃(𝑥) ∈ R[𝑥]. При
цьому цей розв’язок є єдиний тодi i тiльки тодi, коли 𝑎0 ≠ 0 [4, Теорема 1, с.
20].

В данiй роботi розглядається система лiнiйних диференцiальних рiвнянь
нескiнченного порядку

∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗𝑢
( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥), (0.2)

з квадратними матричними коефiцiєнтами 𝐴 𝑗 з дiйсними елементами i полiно-
мiальною вектор-функцiєю 𝑃(𝑥) Систему диференцiальних рiвнянь (0.2) скiн-
ченного порядку 𝑘 (𝐴 𝑗 = 0, 𝑗 > 𝑘, 𝐴𝑘 ≠ 0) називають ще диференцiально-
алгебраїчним рiвнянням. Такi рiвняння дослiджувались в багаточисельних ро-
ботах (див., наприклад, [5, 6, 7] i бiблiографiю в цих роботах). Зокрема, в
[7] доведено iснування та єдинiсть полiномiального розв’язку диференцiально-
алгебраїчного рiвняння 𝐴1𝑢′(𝑥) + 𝐴0𝑢(𝑥) = 𝑃(𝑥) у випадку оборотностi матрицi
𝐴0.

В данiй роботi показано, що умова оборотностi матричного коефiцiєнту
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𝐴0 є необхiдною i достатньою умовою iснування та єдиностi полiномiального
розв’язку системи (0.2) нескiнченного порядку (Наслiдок 1.1). Для побудови
розв’язку використовується метод У. Броджи. Цей метод також застосовується
i для побудови загального розв’язку системи (0.2) у випадку 𝐴0 = 𝐴1 = · · · =
𝐴𝑘−1 = 0, det 𝐴𝑘 ≠ 0 (Теорема 2.1). В загальному випадку для побудови по-
лiномiальних розв’язкiв системи (0.2) використовується метод невизначених
коефiцiєнтiв. Як i для класичних систем класичних диференцiальних рiвнянь
[1, п. 2.4.7], задача зводиться до розв’язання системи лiнiйних алгебраїчних
рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв полiномiального розв’язку (Теорема 2.2).

Теоретичнi результати роботи iлюструються прикладами. Розроблено про-
грамне забезпечення на мовi Python, яке реалiзує вказанi вище методи. Ре-
алiзацiя методу невизначених коефiцiєнтiв дозволяє описати полiномiальнi
розв’язки степеню не вище заданого числа.
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1 Полiномiальнi розв’язки систем лiнiйних дифе-
ренцiальнихрiвняньнескiнченногопорядкууви-
падку невиродженої матрицi 𝐴0

Нехай R𝑛×𝑛 – сукупнiсть квадратних матриць розмiрностi 𝑛 × 𝑛 з дiйсними
елементами,R𝑛 [𝑥] –множина полiномiв змiнної 𝑥 з коефiцiєнтами з 𝑛–вимiрного
простору R𝑛. Множина R𝑛 [𝑥] утворює векторний простiр над полем дiйсних
чисел R, а у частковому випадку 𝑛 = 1 простiр R1[𝑥] спiвпадає з комутативним
кiльцем полiномiв R[𝑥] з дiйсними коефiцiєнтами.

Розглянемо наступну систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь:

∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗𝑢
( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥), (1.1)

де 𝐴 𝑗 ∈ R𝑛×𝑛–заданi матричнi коефiцiєнти, 𝑃(𝑥) ∈ R𝑛 [𝑥]. Будемо шукати полi-
номiальнi розв’язки 𝑢 ∈ R𝑛 [𝑥] рiвняння (1.1).

1.1 Теорема iснування та єдиностi та використання методу У.
Броджи

Розглянемо лiнiйний диференцiальний оператор нескiнченного порядку

𝐹 =

∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗
𝑑 𝑗

𝑑𝑥 𝑗
: R𝑛 [𝑥] → R𝑛 [𝑥],

який визначено на всьому векторному просторi полiномiв R𝑛 [𝑥]. Тодi рiвняння
(1.1) записується в наступному еквiвалентному виглядi

𝐹 (𝑢(𝑥)) = 𝑃(𝑥). (1.2)

В наступнiй теоремi встановлюється критерiй бiєктивностi оператора 𝐹,
звiдки випливають необхiднi i достатнi умови iснування єдиного полiномiаль-
ного розв’язку рiвняння (1.1) при будь-якiй полiномiальнiй правiй частинi 𝑃(𝑥).

Теорема 1.1. Оператор 𝐹 бiєктивний тодi i тiльки тодi, коли det 𝐴0 ≠ 0.
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Доведення достатностi.
Спочатку доведемо iн’єктивнiсть оператора 𝐹. Для цього достатньо показа-

ти, що однорiдне рiвняння

𝐹 (𝑣(𝑥)) =
∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗𝑣
( 𝑗) (𝑥) = 0. (1.3)

має тiльки нульовий розв’язок. Припустимо вiд супротивного, що iснує нену-
льовий розв’язок диференцiального рiвняння (1.3) у виглядi:

𝑣(𝑥) = 𝑉𝑠𝑥𝑠 +𝑉𝑠−1𝑥𝑠−1 + · · · +𝑉0,

де deg(𝑣(𝑥)) = 𝑠, а 𝑉𝑘 ∈ R𝑛 для 𝑘 = 0, 𝑠 та 𝑉𝑠 ≠ 0.
Пiд дiєю операцiї диференцiювання степiнь полiнома зменшується:

deg(𝑣 ( 𝑗) (𝑥)) < deg(𝑣(𝑥)) для 𝑗 ≥ 1. Тодi коефiцiєнт при старшому степенi 𝑥𝑠

полiнома
∞∑
𝑗=0

𝐴 𝑗𝑣
( 𝑗) (𝑥) дорiвнює 𝐴0𝑉𝑠. Оскiльки за умовою матриця 𝐴0 є неви-

родженою, а за припущенням 𝑉𝑠 ≠ 0, то 𝐴0𝑉𝑠 ≠ 0. Ми отримали суперечнiсть з
рiвнянням (1.3). Отже, наше припущення про iснування ненульового розв’язку
однорiдного рiвняння (1.3) було хибним, тому 𝑣(𝑥) ≡ 0. Таким чином, оператор
𝐹 є iн’єктивним.

Тепер доведемо сюр’єктивнiсть оператора 𝐹. За означенням, оператор 𝐹 є
сюр’єктивним тодi i тiльки тодi, коли образ оператора збiгається з усiм про-
стором R𝑛 [𝑥]. Iншими словами, для будь-якого 𝑃(𝑥) ∈ R𝑛 [𝑥], iснує розв’язок
𝑢(𝑥) ∈ R𝑛 [𝑥] рiвняння (1.2).

Будемо шукати 𝑢(𝑥) у виглядi дiї деякого лiнiйного оператора на функцiю
𝑃(𝑥):

𝑢(𝑥) = 𝑄(𝑃(𝑥)) =
∞∑︁
𝑗=0

𝐵 𝑗𝑃
( 𝑗) (𝑥), (1.4)

де 𝐵 𝑗 — шуканi матрицi, а оператор 𝑄 задовольняє умову 𝐹 · 𝑄 = 𝐼, де 𝐼 :

R𝑛 [𝑥] → R𝑛 [𝑥] — тотожний оператор. Тобто 𝑄–правообернений оператор.
Для знаходження коефiцiєнтiв 𝐵 𝑗 скористаємося операторною рiвнiстю:( ∞∑︁

𝑘=0

𝐴𝑘
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘

)
·
( ∞∑︁
𝑙=0

𝐵𝑙
𝑑𝑙

𝑑𝑥𝑙

)
= 𝐼,
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Перемножимо ряди:
∞∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑙=0

𝐴𝑘𝐵𝑙
𝑑𝑙+𝑘

𝑑𝑥𝑙+𝑘
= 𝐼 .

Згрупувавши доданки,щомають однаковий порядок похiдної, i провiвши замiну
iндексу сумування 𝑗 = 𝑙 + 𝑘 , маємо наступну рiвнiсть:

∞∑︁
𝑗=0

𝑗∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘𝐵 𝑗−𝑘
𝑑 𝑗

𝑑𝑥 𝑗
= 𝐼 .

Прирiвняємо коефiцiєнти при однакових степенях оператора диференцiювання.
Отримаємо: 

𝐴0𝐵0 = 𝐼
𝑗∑

𝑘=0
𝐴𝑘𝐵 𝑗−𝑘 = 0, 𝑗 ∈ N

Тодi 
𝐵0 = 𝐴−1

0 ,

𝐵 𝑗 = −𝐴−1
0

𝑗∑
𝑘=1

𝐴𝑘𝐵 𝑗−𝑘 , 𝑗 ∈ N.
(1.5)

Отже, коефiцiєнти 𝐵 𝑗 визначенi однозначно. Тепер покажемо, що функцiя
(1.4) задовольняє рiвнiсть (1.2). Справдi,

𝐹 (𝑢(𝑥)) =
∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗

( ∞∑︁
𝑘=0

𝐵𝑘𝑃
(𝑘) (𝑥)

) ( 𝑗)
=

∞∑︁
𝑗=0

∞∑︁
𝑘=0

𝐴 𝑗𝐵𝑘𝑃
(𝑘+ 𝑗) (𝑥).

Згрупуємо доданки при однакових похiдних (𝑙 = 𝑘 + 𝑗):

∞∑︁
𝑙=0

𝑙∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗𝐵𝑙− 𝑗𝑃
(𝑙) (𝑥) = 𝐴0𝐵0𝑃

(0) (𝑥) +
∞∑︁
𝑙=1

©­«
𝑙∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗𝐵𝑙− 𝑗
ª®¬ 𝑃(𝑙) (𝑥).

Використовуючи систему (1.5), отримаємо:

𝐹 (𝑢(𝑥)) = 𝑃(𝑥) +
∞∑︁
𝑙=1

0 · 𝑃(𝑙) (𝑥) = 𝑃(𝑥).

Отже побудована функцiя 𝑢 задовольняє рiвняння (1.2). Таким чином, опе-

9



ратор 𝐹 є сюр’єктивним. Враховуючи доведену вище iн’єктивнiсть, оператор 𝐹
є бiєктивним.

Необхiднiсть. Нехай 𝐹–бiєктивний оператор. Припустимо, що матриця 𝐴0
є необоротною. Тодi iснує ненульовий вектор 𝑢0 ∈ 𝐾𝑒𝑟 (𝐴0) таки, що полiном
𝑣(𝑥) ≡ 𝑢0 є нетривiальним полiномiальним розв’язком однорiдного рiвняння
(1.3). Це суперечить бiєктивностi оператору 𝐹. Теорему доведено повнiстю. □

Оскiльки 𝐹 — бiєктивний оператор, то правообернений оператор 𝑄 (див.
(1.4)) є також лiвооберненим, тобто:

𝐵0𝐴0 = 𝐼,

𝑘∑︁
𝑗=0

𝐵 𝑗𝐴𝑘− 𝑗 = 0, для 𝑘 ∈ N.

Тому з Теореми 1.1 випливає наступний критерiй iснування єдиного полiно-
мiального розв’язку системи (1.1), а також формула для явного вигляду цього
розв’язку.

Наслiдок 1.1. Для того, щоб система (1.1) мала єдиний полiномiальний
розв’язок 𝑢(𝑥) при будь-якiй полiномiальнiй правiй частинi 𝑃(𝑥) ∈ R𝑛 [𝑥], необ-
хiдно i достатньо, щоб 𝑑𝑒𝑡 𝐴0 ≠ 0. При цьому, єдиний полiномiальний розв’язок
системи (1.1) має вигляд:

𝑢(𝑥) = 𝐹−1(𝑃) =
∞∑︁
𝑗=0

𝐵 𝑗𝑃
( 𝑗) (𝑥) =

𝑠∑︁
𝑗=0

𝐵 𝑗𝑃
( 𝑗) (𝑥), (1.6)

де deg 𝑢(𝑥) = deg 𝑃(𝑥) = 𝑠 i матричнi коефiцiєнти 𝐵 𝑗 визначаються з реку-
рентних спiввiдношень:

𝐵 𝑗 =


𝐴−1
0 , 𝑗 = 0,

𝐴−1
0

𝑗∑
𝑘=1

𝐴𝑘𝐵 𝑗−𝑘 , 𝑗 ∈ N.
(1.7)

Метод побудови розв’язку системи (1.1), заснованийнаформулах (1.6), (1.7),
i є матричним аналогом методу У. Броджи.

Зауваження 1.1. Якщо deg 𝑃(𝑥) = 𝑠, то для побудови розв’язку системи
(1.1) за формулою (1.6) достатньо знайти заформулами (1.7) скiнченну кiлькiсть
членiв послiдовностi матриць 𝐵 𝑗 , а саме 𝐵0, ..., 𝐵𝑠.
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З Теореми 1.1 випливає наступне твердження про розв’язнiсть скалярного
лiнiйного диференцiального рiвняння нескiнченного порядку [4,теорема 1, с.
20–21].

Наслiдок 1.2. Нехай 𝑎 𝑗 ∈ R, 𝑗 = 0, 1, 2, .... Для того, щоб скалярне ди-

ференцiальне рiвняння нескiнченного порядку
∞∑
𝑗=0
𝑎 𝑗𝑢

( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥) мало єди-

ний полiномiальний розв’язок 𝑢(𝑥) ∈ R[𝑥] при будь-якiй полiномiальнiй пра-
вiй частинi 𝑃(𝑥) ∈ R[𝑥], необхiдно i достатньо, щоб 𝑎0 ≠ 0. При цьому
deg 𝑢(𝑥) = deg 𝑃(𝑥) = 𝑠 i розв’язок 𝑢(𝑥) має наступний вигляд:

𝑢(𝑥) =
𝑠∑︁
𝑗=0

𝑏 𝑗𝑃
( 𝑗) (𝑥), (1.8)

де коефiцiєнти 𝑏 𝑗 визначаються з рекурентних спiввiдношень:

𝑏 𝑗 =


𝑎−10 , 𝑗 = 0,

−𝑎−10
𝑗∑

𝑘=1
𝑎𝑘𝑏 𝑗−𝑘 , 𝑗 ∈ N.

(1.9)

У частковому випадку рiвняння (0.1) скiнченного порядку над комутатив-
ним кiльцем це твердження було доведено ранiше в [3].

1.2 Програмна реалiзацiя методу

Для програмної реалiзацiї методiв розв’язання системи (1.1) був побудова-
ний клас InfiniteOrderDiffSystem.

Логiку розв’язання системи (1.1) за умови det 𝐴0 ≠ 0 з Наслiдку 1.1 мiстить
метод Broggi_method() класу InfiniteOrderDiffSystem.

1. Перевiрка умови бiєктивностi
Вiдповiдно до Теореми 1.1, першим кроком алгоритму є перевiрка невироджено-
стi матрицi 𝐴0. Якщо вона не виконується, то метод Broggi_method() повертає
None. У програмному кодi за це вiдповiдає метод
is_bijective_operator():
def is_bijective_operator(self):

if np.linalg.det(self.A_func (0)) != 0:
return True

return False
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2. Обчислення матричних коефiцiєнтiв 𝐵 𝑗
Для знаходження матриць 𝐵 𝑗 використовується рекурентна формула (1.7), на-
ведена в Наслiдку 1.1. Програмно вона реалiзована у виглядi окремої функцiї
find_inverse_coefficients(). Оскiльки права частина 𝑃(𝑥) є полiномом сте-
пеня 𝑠, ряд у загальному розв’язку обривається, i нам достатньо знайти матрицi
𝐵 𝑗 лише для 𝑗 = 0, . . . , 𝑠 (див. Зауваження 1.1).
def find_inverse_coefficients(A, B, j, n):

res = np.zeros((n,n))
if j == 0:

return np.linalg.inv(A[0,:,:]) # B_0 = A_0^{-1}
i = 1
while(i <= j):

res += A[i,:,:] @ B[j-i,:,:] # Sum A_k * B_{j-k}
i += 1

return -B[0,:,:] @ res # Multiply on -A_0^{-1}

3. Матричне представлення оператора диференцiювання
Програмнополiном𝑃(𝑥) = (𝑝1(𝑥), . . . , 𝑝𝑛(𝑥))𝑇 (𝑝𝑖 (𝑥) ∈ R[𝑥], 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, deg 𝑃(𝑥) =
𝑠) представлений, як масив розмiрностi 𝑛 × 𝑠. Значення кожного 𝑖−го рядка
масиву вiдповiдають коефiцiєнтам полiнома 𝑝𝑖 (𝑥) при степенях 𝑥. Тому для об-
числення похiдних використана формула 𝑃( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥)𝐷 𝑗 , де 𝐷 - матричний
оператор диференцiювання розмiрностi 𝑠 × 𝑠, вигляду:

𝐷 =

©­­­­­­­­«

0 0 . . . 0 0

1 0 . . . 0 0

0 2 . . . 0 0

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 . . . 𝑠 − 1 0

ª®®®®®®®®¬
Матрицю 𝐷 формує функцiя build_diff_matrix():

def build_diff_matrix(n):
return np.diag(np.arange(1, n), k=-1)

4. Формування розв’язку
Фiнальна збiрка розв’язку 𝑢(𝑥) =

𝑠∑
𝑗=0
𝐵 𝑗𝑃

( 𝑗) (𝑥) вiдбувається в основному циклi

методу Broggi_method. Алгоритм послiдовно обчислює матрицi 𝐴 𝑗 та матрицi
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𝐵 𝑗 , пiсля чого додає їхнi добутки на похiдну 𝑃( 𝑗) (𝑥) до загального результату:
def Broggi_method(self):

if not self.is_bijective_operator ():
return None

s = self.degree
n = self.dimension
# ... Initialisation of arrays A, B, res , P_dx ...
D = build_diff_matrix(s)

for i in range(s):
A[i, :, :] = np.array(A_j(i)). astype(np.float64)
B[i, :, :] = find_inverse_coefficients(A, B, i, n)

res += B[0, :, :] @ P
for i in range(1,s):

res += B[i, :, :] @ (P@np.linalg.matrix_power(D,i))

return res

1.3 Приклади

Приклад 1.1. Нехай в (1.1)

𝐴 𝑗 =

(
𝑗 𝑗 + 1

𝑗 + 2 𝑗

)
, 𝑃(𝑥) =

(
𝑥3

𝑥2 + 1

)
.

Розглянемо матрицю

𝐴0 =

(
0 1

2 0

)
,

її детермiнант det 𝐴0 = −2 ≠ 0. Згiдно з Наслiдком 1.1 для заданої си-
стеми iснує єдиний полiномiальний розв’язок вигляду (1.6), де коефiцiєнти 𝐵 𝑗
знаходяться з рекурентних спiввiдношень (1.7).

Степiнь правої частини deg 𝑃(𝑥) = 3, це означає що згiдно iз Зауваженням
1.1 нам достатньо знайти лише матричнi коефiцiєнти 𝐵 𝑗 при 𝑗 = 0, 1, 2, 3, 4. Для
цього запишемо матрицi 𝐴 𝑗 ( 𝑗 = 1, 2, 3):
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𝐴1 =

(
1 2

3 1

)
, 𝐴2 =

(
2 3

4 2

)
, 𝐴3 =

(
3 4

5 3

)
Обчислимо матрицi 𝐵 𝑗 за рекурентними формулами (1.7):

𝐵0 = 𝐴−1
0 =

(
0 1/2
1 0

)

𝐵1 = −𝐴−1
0 (𝐴1𝐵0) =

(
−1/2 −3/4
−2 −1/2

)

𝐵2 = −𝐴−1
0 (𝐴1𝐵1 + 𝐴2𝐵0) =

(
3/4 3/8
3/2 3/4

)

𝐵3 = −𝐴−1
0 (𝐴1𝐵2 + 𝐴2𝐵1 + 𝐴3𝐵0) =

(
−3/8 −3/16
−3/4 −3/8

)
Знайдемо розв’язок 𝑢(𝑥) за формулою (1.6):

𝑢(𝑥) =
(
𝑢1(𝑥)
𝑢2(𝑥)

)
=

(
0 1/2
1 0

) (
𝑥3

𝑥2 + 1

)
+

(
−1/2 −3/4
−2 −1/2

) (
3𝑥2

2𝑥

)
+

+
(
3/4 3/8
3/2 3/4

) (
6𝑥

2

)
+

(
−3/8 −3/16
−3/4 −3/8

) (
6

0

)
=

=

(
−𝑥2 + 3𝑥 − 1

𝑥3 − 6𝑥2 + 8𝑥 − 3

)
Вигляд розв’язку наданого програмою:
u_1 = -x**2 + 3*x - 1
u_2 = x**3 - 6*x**2 + 8*x - 3

Приклад 1.2. Розглянемо наступне скалярне диференцiальне рiвняння

∞∑︁
𝑗=0

2 𝑗𝑢( 𝑗) (𝑥) = 𝑥2. (1.10)

Оскiльки 𝑎0 ≠ 0, то за Наслiдком 1.2 iснує єдиний полiномiальний розв’язок
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цього рiвняння. Цей розв’язок має вигляд (1.8), де коефiцiєнти 𝑏 𝑗 знаходяться
з системи (1.9).

Знайдемо коефiцiєнти 𝑏 𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2 з системи (1.9), при 𝑎 𝑗 = 2 𝑗 .

𝑗 = 0 : 𝑏0 = 𝑎
−1
0 = 1

𝑗 = 1 : 𝑏1 = −𝑎−10 𝑎1𝑏0 = −2
𝑗 = 2 : 𝑏2 = −𝑎−10 (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0) = 0

Отримуємо єдиний полiномiальний розв’язок рiвняння (1.10) у виглядi:

𝑢(𝑥) = 𝑏0𝑃(𝑥) + 𝑏1𝑃′(𝑥) + 𝑏2𝑃′′(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥.

Вигляд розв’язку наданого програмою:
u_1 = x**2 - 4*x

2 Полiномiальнi розв’язки систем лiнiйних дифе-
ренцiальнихрiвняньнескiнченногопорядкууви-
падку виродженостi матрицi 𝐴0

В даному роздiлi дослiджується система (1.1) за умови det 𝐴0 = 0. Вiдомо,
що система диференцiальних рiвнянь першого порядку

𝐴1𝑢
′(𝑥) + 𝐴0𝑢(𝑥) = 𝑃(𝑥) (2.1)

може не мати розв’язкiв лише у випадку сингулярного жмутка матриць 𝜆𝐴1+𝐴0
[5, теорема 2.3.1], тобто у випадку det(𝜆𝐴1+ 𝐴0) ≡ 0. Зокрема, як показано в [6,
Приклад 2.15], не для будь-якого полiному 𝑃(𝑥) система (2.1) має полiномiаль-
ний розв’язок. Наступний приклад показує, що у випадку det 𝐴0 = 0 системи
лiнiйних диференцiальних рiвнянь (1.1) нескiнченного порядку може взагалi не
мати полiномiальних розв’язкiв.

Приклад 2.1. Нехай в (1.1)
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𝐴 𝑗 =

(
𝑗 0

𝑗 0

)
, 𝑗 = 0, 1, 2, ..., 𝑃(𝑥) =

(
0

𝑥

)
.

Тодi будь-який полiномiальний розв’язок 𝑢 =

(
𝑢1(𝑥)
𝑢2(𝑥)

)
∈ R2[𝑥] повинен за-

довольняти наступну систему рiвнянь:
𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥) + 𝑢′1(𝑥) + 𝑢

′
2(𝑥) + · · · = 0,

0 = 𝑥

Друге рiвняння цiєї системи є суперечним, тому вiдповiдна система диферен-
цiальних рiвнянь (1.1) не має полiномiальних розв’язкiв.

2.1 Використання методу У. Броджи для випадку 𝐴0 = 𝐴1 =

· · · = 𝐴𝑘−1 = 0, det 𝐴𝑘 ≠ 0

Спочатку розглянемо випадок, коли 𝐴0 = 𝐴1 = · · · = 𝐴𝑘−1 = 0. Насту-
пна теорема показує, що у цьому випадку задача знаходження полiномiальних
розв’язкiв системи (1.1) зводиться шляхом замiни 𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑘) (𝑥) до аналогiчної
системи з оборотним матричним коефiцiєнтом при 𝑣(𝑥). Також вже в цьому
випадку порушується умова єдиностi полiномiального розв’язку системи (1.1).

Теорема 2.1. Нехай 𝐴0 = 𝐴1 = · · · = 𝐴𝑘−1 = 0, det 𝐴𝑘 ≠ 0 i 𝑃(𝑥) =
𝑠∑
𝑗=0
𝑃 𝑗𝑥

𝑗 ,

причому deg 𝑃(𝑥) = 𝑠. Тодi система

∞∑︁
𝑗=𝑘

𝐴 𝑗𝑢
( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥), (2.2)

має загальний полiномiальний розв’язок 𝑢(𝑥) вигляду:

𝑢(𝑥) =
𝑠∑︁
𝑖=0

𝑥𝑘+𝑖
©­«
𝑠−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
(𝑖 + 𝑘)!𝐵 𝑗𝑃𝑖+ 𝑗

ª®¬ +
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
, (2.3)

де 𝐶 𝑗 ∈ R𝑛 – довiльнi сталi вектори. Матричнi коефiцiєнти 𝐵 𝑗 визначаються
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з наступних спiввiдношень:

𝐵 𝑗 =


𝐴−1
𝑘
, 𝑗 = 0,

−𝐴−1
𝑘

∑ 𝑗

𝑖=1 𝐴𝑖+𝑘𝐵 𝑗−𝑖, 𝑗 ∈ N.
(2.4)

Доведення.
Змiнимо в (2.2) iндекс пiдсумовування 𝑗 ′ = 𝑗 − 𝑘 . Система (1.1) переписує-

ться в наступному виглядi:

∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗+𝑘𝑢
( 𝑗+𝑘) (𝑥) = 𝑃(𝑥).

Використовуючи замiну
𝑣(𝑥) = 𝑢(𝑘) (𝑥), (2.5)

приходимо до наступної системи диференцiальних рiвнянь:

∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗+𝑘𝑣
( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥). (2.6)

За Наслiдком 1.1 система (2.6) має єдиний розв’язок, причому цей розв’язок
має вигляд:

𝑣(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=0

𝐵 𝑗𝑃
( 𝑗) (𝑥), (2.7)

де коефiцiєнти 𝐵 𝑗 знаходяться з рекурентних рiвнянь (2.4). Оскiльки 𝑃(𝑥)
— векторний полiном степеня 𝑠, то 𝑃( 𝑗) (𝑥) = 0 для 𝑗 ∈ N, 𝑗 > 𝑠. Вiдповiдно,
розв’язок (2.7) набуде наступної форми:

𝑣(𝑥) =
𝑠∑︁
𝑗=0

𝐵 𝑗𝑃
( 𝑗) (𝑥). (2.8)

Похiдну 𝑃( 𝑗) (𝑥) можна представити в наступному виглядi:

𝑃( 𝑗) (𝑥) =
𝑠− 𝑗∑︁
𝑖=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝑃𝑖+ 𝑗𝑥
𝑖, 𝑗 = 0, ..., 𝑠.

Пiдставимо цей вираз в (2.8). Отримаємо
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𝑣(𝑥) =
𝑠∑︁
𝑗=0

𝐵 𝑗

𝑠− 𝑗∑︁
𝑖=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝑃𝑖+ 𝑗𝑥
𝑖 .

Змiнимо порядок пiдсумування в цiй формулi. Отримаємо:

𝑣(𝑥) =
𝑠∑︁
𝑖=0

©­«
𝑠−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝐵 𝑗𝑃𝑖+ 𝑗
ª®¬ 𝑥𝑖 .

Для зручностi позначимо

𝑉𝑖 =
©­«
𝑠−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝐵 𝑗𝑃𝑖+ 𝑗
ª®¬ , 𝑖 = 0, ..., 𝑠. (2.9)

Тодi

𝑣(𝑥) =
𝑠∑︁
𝑖=0

𝑉𝑖𝑥
𝑖 . (2.10)

Нехай 𝐽 : R𝑛 [𝑥] → R𝑛 [𝑥] - оператор iнтегрування, який визначається за
наступним правилом:

𝐽 ( 𝑓 (𝑥)) =
∫ 𝑥

0
𝑓 (𝑧)𝑑𝑧, 𝑓 ∈ R𝑛 [𝑥] .

Враховуючи замiну (2.5), отримаємо загальний полiномiальний розв’язок си-
стеми (1.1):

𝑢(𝑥) = 𝐽𝑘𝑣(𝑥) +
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
, (2.11)

де 𝐽𝑘 має вигляд:

𝐽𝑘𝑣(𝑥) = 1

(𝑘 − 1)!

∫ 𝑥

0
(𝑥 − 𝑧)𝑘−1𝑣(𝑧) 𝑑𝑧. (2.12)

Зауважимо, що ∫ 𝑥

0

(𝑥 − 𝑧)𝑘−1
(𝑘 − 1)! 𝑧

𝑖 𝑑𝑧 =
𝑖!

(𝑖 + 𝑘)!𝑥
𝑖+𝑘 , 𝑖 = 0, ..., 𝑠. (2.13)
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Тепер, з урахуванням рiвностей (2.9)–(2.13) маємо наступне зображення:

𝑢(𝑥) = 1

(𝑘 − 1)!

∫ 𝑥

0
(𝑥 − 𝑧)𝑘−1𝑣(𝑧) 𝑑𝑧 +

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
=

=
1

(𝑘 − 1)!

∫ 𝑥

0
(𝑥 − 𝑧)𝑘−1

𝑠∑︁
𝑖=0

𝑉𝑖𝑧
𝑖 𝑑𝑧 +

𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
=

=

𝑠∑︁
𝑖=0

𝑉𝑖

∫ 𝑥

0

(𝑥 − 𝑧)𝑘−1
(𝑘 − 1)! 𝑧

𝑖 𝑑𝑧 +
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
=

=

𝑠∑︁
𝑖=0

𝑉𝑖
𝑖!

(𝑖 + 𝑘)!𝑥
𝑖+𝑘 + 𝐶 𝑗

𝑥 𝑗

𝑗 !
=

=

𝑠∑︁
𝑖=0

©­«
𝑠−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
(𝑖 + 𝑘)!𝐵 𝑗𝑃𝑖+ 𝑗

ª®¬ 𝑥𝑖+𝑘 +
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
.

Таким чином, загальний полiномiальний розв’язок системи (2.2) має вигляд:

𝑢(𝑥) =
𝑠∑︁
𝑖=0

©­«
𝑠−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
(𝑘 + 𝑖)!𝐵 𝑗𝑃𝑖+ 𝑗

ª®¬ 𝑥𝑘+𝑖 +
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
,

де 𝐶 𝑗 ∈ R𝑛 - довiльнi сталi вектори. Теорему доведено. □

З Теореми 2.1 випливає наступне твердження про розв’язнiсть скалярного
диференцiального рiвняння нескiнченного порядку.

Наслiдок 2.1. Нехай 𝑃(𝑥) =
𝑠∑
𝑗=0
𝑃 𝑗𝑥

𝑗 , де 𝑃 𝑗 ∈ R, 𝑃𝑠 ≠ 0, 𝑎 𝑗 ∈ Rта 𝑎𝑘 ≠ 0 для

деякого 𝑘 ∈ N. Тодi загальний полiномiальний розв’язок рiвняння
∞∑
𝑗=𝑘

𝑎 𝑗𝑢
( 𝑗) (𝑥) =

𝑃(𝑥) має вигляд:

𝑢(𝑥) =
𝑠∑︁
𝑖=0

©­«
𝑠−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
(𝑖 + 𝑘)!𝑏 𝑗𝑃𝑖+ 𝑗

ª®¬ 𝑥𝑘+𝑖 +
𝑘−1∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
. (2.14)

де 𝑐𝑖—довiльнi сталi, а коефiцiєнти 𝑏 𝑗 —визначаються з наступної системи:

𝑏 𝑗 =


𝑎−1
𝑘
, 𝑗 = 0,

−𝑎−1
𝑘

𝑗∑
𝑖=1
𝑎𝑖+𝑘𝑏 𝑗−𝑖, 𝑗 ∈ N.

(2.15)
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2.1.1 Програмна реалiзацiя методу

На основi Теореми 2.1 було програмно реалiзовано метод
degenerate_Broggi_method() для класу InfiniteOrderDiffSystem.

1. Знаходження iндексу k
Першочергово для застосування Теореми 2.1 необхiдно встановити iндекс пер-
шої невиродженої матрицi 𝐴 𝑗 . Для визначення цього iндексу, програма знахо-
дить всi цiлi коренi рiвняння det 𝐴 𝑗 = 0 вiдносно параметра 𝑗 . Пiсля чого шукає
мiнiмальне натуральне число, яке не належить множинi цiлих розв’язкiв. Воно i
стає iндексом 𝑘 . Упрограмi за це вiдповiдаєметодfirst_non_degenerate_index():
def first_non_degenerate_index(self):

det_expr = self.A_j.det()

roots = sp.solve(det_expr , j)

integer_roots = [r for r in roots if r.is_integer and r >= 0]

d = 0
while d in integer_roots:

d += 1

if self.A_func(d).det() == 0 and d == 0:
return None

return d

2. Перевiрка умови застосовностi методу
Пiд час виклику метода degenerate_Broggi_method() вiдбувається перевiрка
перших вироджених матриць на виконання умови 𝐴0 = 𝐴1 = · · · = 𝐴𝑘−1 = 0. За
цю перевiрку вiдповiдає наступна частина коду:
def degenerate_Broggi_method(self):

A_j = self.A_func
s = self.degree
n = self.dimension
P = self.P
k = self.first_non_degenerate_index ()
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for j in range(k):
if not np.array_equal(sp.matrix2numpy(A_j(j)),

np.zeros_like(A_j(j))):
return sp.Matrix(np.zeros((n,s+k)))

3. Формування загального розв’язку
Побудова загального розв’язку вiдбувається вметодidegenerate_Broggi_method,
який роздiлений на два етапи. Перший етап майже iдентичний алгоритму на-
веденому в Broggi_method. Єдина вiдмiннiсть полягає в тому, що обчислення
коефiцiєнтiв 𝐵 𝑗 вiдбувається на основi матриць 𝐴 𝑗+𝑘 . Другий етап вiдповiдає за
формування коефiцiєнтiв розв’язку за формулою (2.3).
def degenerate_Broggi_method(self):

#... Checking conditions and Initialisation of arrays A , B
, res , P_dx ...

D = build_diff_matrix(s)

for i in range(s):
A[i, :, :] = np.array(A_j(i+k)). astype(np.float64)
B[i, :, :] = find_inverse_coefficients(A, B, i, n)

for i in range(s):
for j in range(s-i):

sol_system [:,i] += B[j, :, :] @ P[:,i+j] *
math.factorial(i+j)/math.factorial(i+k)

res = np.zeros((n,s+k))
res[:,k:] = sol_system

c_vars = sp.Matrix ([
[sp.Symbol(f"c{j}{i+1}/{ math.factorial(j)}")
for i in range(n)] for j in range(k) ])

output = sp.Matrix(res)
output [:,:k] = sp.Matrix(c_vars ).T
return sp.nsimplify(output)
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2.1.2 Приклади

Приклад 2.2. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (1.1), де

𝐴 𝑗 =

(
0 𝑗

𝑗 0

)
, 𝑃(𝑥) =

(
𝑥2

𝑥

)
Тут 𝑘 = 1, а 𝑠 = 2. Отже ми маємо тiльки одну вироджену матрицю:

𝐴0 =

(
0 0

0 0

)
.

Знайдемо загальний полiномiальний розв’язок, користуючись Теоремою 2.1.
Обчислимо коефiцiєнти 𝐵 𝑗 , з системи (2.4). Для цього запишемо всi необхi-

днi матрицi 𝐴 𝑗 :

𝐴1 =

(
0 1

1 0

)
, 𝐴2 =

(
0 2

2 0

)
, 𝐴3 =

(
0 3

3 0

)
.

Пiсля цього отримаємо:

𝐵0 = 𝐴−1
1 =

(
0 1

1 0

)

𝐵1 = −𝐴−1
1 (𝐴2𝐵0) =

(
0 −2
−2 0

)

𝐵2 = −𝐴−1
1 (𝐴2𝐵1 + 𝐴3𝐵0) =

(
0 1

1 0

)
Користуючись Теоремою 2.1, знайдемо розв’язок 𝑢(𝑥) (враховуючи, що 𝑘 =
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1):

𝑢(𝑥) =
2∑︁
𝑖=0

𝑥1+𝑖
©­«
2−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
(𝑖 + 1)!𝐵 𝑗𝑃𝑖+ 𝑗

ª®¬ +
0∑︁
𝑗=0

𝐶 𝑗
𝑥 𝑗

𝑗 !
=

=𝑥 (𝐵0𝑃0 + 𝐵1𝑃1 + 2𝐵2𝑃2) + 𝑥2
(
1

2
𝐵0𝑃1 + 𝐵1𝑃2

)
+ 𝑥3

(
1

3
𝐵0𝑃2

)
+ 𝐶0 =

=𝑥

[(
0

0

)
+

(
−2
0

)
+

(
0

2

)]
+ 𝑥2

[(
1/2
0

)
+

(
0

−2

)]
+ 𝑥3

(
0

1/3

)
+ 𝐶0 =

=𝑥

(
−2
2

)
+ 𝑥2

(
1/2
−2

)
+ 𝑥3

(
0

1/3

)
+

(
𝑐01

𝑐02

)
=

(
𝑥2/2 − 2𝑥 + 𝑐01

𝑥3/3 − 2𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐02

)
,

де 𝐶0 =

(
𝑐01

𝑐02

)
— довiльний вектор з R2.

В результатi отримали наступний загальний полiномiальний розв’язок си-
стеми диференцiальних рiвнянь (1.1):

𝑢(𝑥) = ©­«
𝑥2

2 − 2𝑥 + 𝑐01
𝑥3

3 − 2𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐02
ª®¬ ,

де 𝑐01, 𝑐02 – довiльнi дiйснi сталi.
Вигляд загального розв’язку наданого програмою:
u_1 = c01 + x**2/2 - 2*x
u_2 = c02 + x**3/3 - 2*x**2 + 2*x

Приклад 2.3. Розглянемо диференцiальне рiвняння

∞∑︁
𝑗=0

𝑗𝑢( 𝑗) (𝑥) = 𝑥2 + 3𝑥 + 4. (2.16)

тут 𝑘 = 1, 𝑠 = 2, 𝑎 𝑗 = 𝑗 . Знайдемо загальний полiномiальний розв’язок цього
рiвняння за Наслiдком 2.1.
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Знайдемо коефiцiєнти 𝑏 𝑗 , 𝑗 = 0, 1, 2 з системи (2.15), при 𝑎 𝑗 = 𝑗 , 𝑗 ∈ N.

𝑗 = 0 : 𝑏0 = 𝑎
−1
1 = 1

𝑗 = 1 : 𝑏1 = −𝑎−11 𝑎2𝑏0 = −2
𝑗 = 2 : 𝑏2 = −𝑎−11 (𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0) = 1

Знайдемо за формулою (2.14) загальний полiномiальний розв’язок рiвняння
(2.16).

𝑢(𝑥) =
2∑︁
𝑖=0

©­«
2−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
(𝑖 + 1)!𝑏 𝑗𝑃𝑖+ 𝑗

ª®¬ 𝑥1+𝑖 + 𝑐01 =
= 𝑐01 + ©­«

2∑︁
𝑗=0

( 𝑗)!
(1)!𝑏 𝑗𝑃 𝑗

ª®¬ 𝑥 + ©­«
1∑︁
𝑗=0

(1 + 𝑗)!
(2)! 𝑏 𝑗𝑃 𝑗+1

ª®¬ 𝑥2 +
+ ©­«

0∑︁
𝑗=0

(2 + 𝑗)!
(3)! 𝑏 𝑗𝑃 𝑗+2

ª®¬ 𝑥3 = 𝑐01 − 1

2
𝑥2 + 1

3
𝑥3,

де 𝑐01 ∈ R - довiльна стала.
Отже, отримали такий загальний полiномiальний розв’язок диференцiаль-

ного рiвняння (2.16):
𝑢(𝑥) = 𝑐01 − 1

2
𝑥2 + 1

3
𝑥3,

де 𝑐01 ∈ R - довiльна стала.
Вигляд загального розв’язку наданого програмою:
u_1 = c01 + x**3/3 - x**2/2

2.2 Метод невизначених коефiцiєнтiв

Як показує Приклад 1.1, рiвняння (1.1) може взагалi не мати полiномiальних
розв’язкiв. Наступна лема дає оцiнку знизу степеню полiномiального розв’язку
рiвняння (1.1) через степiнь правої частини.

Лема 2.1. Нехай 𝑢(𝑥) – полiномiальний розв’язок системи (1.1) i deg 𝑃(𝑥) =
𝑠. Тодi степiнь полiномiального розв’язку обмежений знизу: deg 𝑢(𝑥) ≥ 𝑠.

24



Доведення. Оскiльки deg 𝑢( 𝑗) (𝑥) < deg 𝑢(𝑥) для 𝑗 ∈ N, то

𝑠 = deg 𝐹 (𝑢(𝑥)) ≤ deg 𝑢(𝑥).

Лему доведено. □

Наступна теоремапоказує,що задача знаходженняполiномiальнихрозв’язкiв
степеню не вище 𝑡 зводиться до системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР)
вiдносно невiдомих коефiцiєнтiв цього розв’язку.

Теорема2.2. Длятого,щобполiномiальна вектор-функцiя𝑢(𝑥) =
𝑡∑
𝑗=0
𝑈 𝑗𝑥

𝑗 ∈

R𝑛 [𝑥] була полiномiальним розв’язком системи (1.1) при 𝑃(𝑥) =
𝑠∑
𝑗=0
𝑃 𝑗𝑥

𝑗 , не-

обхiдно i достатньо, щоб 𝑡 ≥ deg 𝑢(𝑥) ≥ 𝑠 = deg 𝑃(𝑥) i векторнi коефiцiєнти
𝑈 𝑗 ( 𝑗 = 0, . . . , 𝑡) задовольняли наступну СЛАР:


𝑡−𝑖∑
𝑗=0

(𝑖+ 𝑗)!
𝑖! 𝐴 𝑗𝑈𝑖+ 𝑗 = 0, для 𝑖 = 𝑠 + 1, . . . , 𝑡.

𝑡−𝑖∑
𝑗=0

(𝑖+ 𝑗)!
𝑖! 𝐴 𝑗𝑈𝑖+ 𝑗 = 𝑃𝑖, для 𝑖 = 0, . . . , 𝑠.

(2.17)

Доведення. Необхiднiсть.

За Лемою 2.1 𝑡 ≥ deg 𝑢 ≥ 𝑠. Розпишемо 𝐹 (𝑢(𝑥)):

𝐹 (𝑢(𝑥)) =
∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗𝑢
( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥). (2.18)

Розв’язок 𝑢(𝑥) — це полiном степеня deg 𝑢(𝑥) ≤ 𝑡. Вiдповiдно, 𝑢( 𝑗) (𝑥) = 0

для 𝑗 > 𝑡. Тодi рiвнiсть (2.18) набуває наступного вигляду:

𝑡∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗𝑢
( 𝑗) (𝑥) = 𝑃(𝑥). (2.19)

У випадку 𝑡 > 𝑠 подамо полiном 𝑃(𝑥) у наступному виглядi:

𝑃(𝑥) =
𝑡∑︁
𝑗=0

𝑃 𝑗𝑥
𝑗 ,
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позначаючи 𝑃 𝑗 = 0, для 𝑗 ∈ N, 𝑗 = 𝑠 + 1, .., 𝑡.
Тодi (2.19) переписується у наступному виглядi:

𝑡∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗

(
𝑡∑︁
𝑖=0

𝑈𝑖𝑥
𝑖

) ( 𝑗)
=

𝑡∑︁
𝑖=0

𝑃𝑖𝑥
𝑖 . (2.20)

Оскiльки (
𝑡∑︁
𝑖=0

𝑈𝑖𝑥
𝑖

) ( 𝑗)
=

𝑡− 𝑗∑︁
𝑖=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝑈𝑖+ 𝑗𝑥
𝑖,

то (2.20) переписується в виглядi

𝑡∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗

𝑡− 𝑗∑︁
𝑖=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝑈𝑖+ 𝑗𝑥
𝑖 =

𝑡∑︁
𝑖=0

𝑃𝑖𝑥
𝑖 .

Змiнимо в цiй рiвностi порядок пiдсумування, одержимо наступну рiвнiсть:

𝑡∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖
©­«
𝑡−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝐴 𝑗𝑈𝑖+ 𝑗
ª®¬ =

𝑡∑︁
𝑖=0

𝑃𝑖𝑥
𝑖 . (2.21)

Для виконання рiвностi (2.21) необхiдно i достатньо, щоб коефiцiєнти при
однакових степенях 𝑥 лiвої та правої частини були рiвнi, тобто:

𝑡−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝐴 𝑗𝑈𝑖+ 𝑗 = 𝑃𝑖, для 𝑖 = 0, . . . , 𝑡. (2.22)

Таким чином, коефiцiєнти𝑈 𝑗 повиннi задовольняти систему лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь (2.17).
Достатнiсть.
Нехай коефiцiєнти 𝑈𝑖 (𝑖 = 0, . . . , 𝑡) полiномiальної вектор-функцiї 𝑢(𝑥) =
𝑡∑
𝑖=0
𝑈𝑖𝑥

𝑖 задовольняють систему (2.17). Тодi

∞∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗

(
𝑡∑︁
𝑖=0

𝑈𝑖𝑥
𝑖

) ( 𝑗)
=

𝑡∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗

(
𝑡∑︁
𝑖=0

𝑈𝑖𝑥
𝑖

) ( 𝑗)
=

𝑡∑︁
𝑗=0

𝐴 𝑗

𝑡− 𝑗∑︁
𝑖=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝑈𝑖+ 𝑗𝑥
𝑖 =
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=

𝑡∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖
©­«
𝑡−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝐴 𝑗𝑈𝑖+ 𝑗
ª®¬ .

Користуючись СЛАР (2.17), маємо:

𝑡∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖
©­«
𝑡−𝑖∑︁
𝑗=0

(𝑖 + 𝑗)!
𝑖!

𝐴 𝑗𝑈𝑖+ 𝑗
ª®¬ =

𝑡∑︁
𝑖=0

𝑃𝑖𝑥
𝑖

Таким чином 𝑢(𝑥) є полiномiальним розв’язком системи (1.1). □

2.2.1 Програмна реалiзацiя методу

За програмну реалiзацiю методу невизначених коефiцiєнтiв вiдповiдає ме-
тодundetermined_coefficients_method(), класуInfiniteOrderDiffSystem.
Пiд час виклику цього метода, задається число 𝑚 ≥ 𝑠, для якого алгоритм бу-
де шукати полiномiальнi розв’язки системи (1.1) степенi не вище 𝑚. Отже, з
урахуванням Леми 2.1 цей метод знаходить полiномiальнi розв’язки степенiв
𝑡 = 𝑠, ..., 𝑚.

1. Побудова системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.
Для знаходження невiдомих коефiцiєнтiв 𝑈 𝑗 полiномiального розв’язку 𝑢(𝑥) =
𝑡∑
𝑗=0
𝑈 𝑗𝑥

𝑗 системи (1.1) степеню 𝑡, на кожнiй iтерацiї циклу будується вiдповiдна

СЛАР (2.17). За побудову цiєї системи вiдповiдає наступна частина коду:
def undetermined_coefficients_method(self ,m):

s = self.degree - 1
n = self.dimension
A_func = self.A_func
deg_max = m

for t in range(s, deg_max + 1):
P_current = self.P.T.tolist ()

try:
u_vars = [

[sp.Symbol(f"c{j}{i+1}") for i in range(n)] for j
in range(t + 1)

]
all_symbols = [sym for sublist in u_vars for sym

in sublist]
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U = [sp.Matrix(u_vars[i]) for i in range(t + 1)]

A = [A_func(j) for j in range(t + 1)]

while len(P_current) <= t:
P_current.append ([0] * n)

all_equations = []

for k in range(t + 1):
lhs_degree_k = -sp.Matrix(P_current[k])

for j in range(t - k + 1):
coeff = math.perm(k + j, j)
lhs_degree_k += coeff * A[j] * U[k + j]

all_equations.extend(lhs_degree_k [:])

2. Розв’язання СЛАР.
Длярозв’язанняСЛАРвикористовуєтьсяфункцiяlinsolve з бiблiотекиSymPy.
Наприкiнцi кожної iтерацiї циклу програма перевiряє iснування розв’язку для
поточного степеня 𝑡 (де 𝑠 ≤ 𝑡 ≤ 𝑚). Якщо розв’язок iснує, функцiя формує
та повертає вiдповiдну матрицю коефiцiєнтiв. У випадку, якщо пiсля перевiр-
ки всiх допустимих степенiв до 𝑚 включно розв’язку не знайдено, алгоритм
завершує роботу та повертає None.

solution_set = sp.linsolve(all_equations , all_symbols)

if solution_set and solution_set != sp.EmptySet:
solution = list(solution_set )[0]
return sp.Matrix(

[[ solution[j * n + i] for j in range(t + 1)] for
i in range(n)]

)
else:

continue

except NonlinearError as e:
continue

except Exception as e:
continue
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return None

Наприклад, для системи диференцiальних рiвнянь (1.1), де

𝐴 𝑗 =

©­­­­­­­«

𝑗 𝑒 𝑗 sin( 𝑗) 𝑗2 cos( 𝑗)
0 𝑗 − 1 𝑒 𝑗 sin( 𝑗) 𝑗2

0 0 𝑗 − 2 𝑒 𝑗 sin( 𝑗)
0 0 0 𝑗 − 3 𝑒 𝑗

0 0 0 0 𝑗 − 4

ª®®®®®®®¬
, 𝑃(𝑥) =

©­­­­­­­«

1 + 2𝑥2

3𝑥

4 + 𝑥 + 𝑥2

5𝑥2

2 + 2𝑥

ª®®®®®®®¬
.

програма видає всi полiномiальнi розв’язки степеню не вище𝑚 = 10 наступного
вигляду:
u_1 = c01 + 10*x**3/9 + x**2*( -301 + 216* sin (1) + 252*E)/72 +
+ x*( -7128*E - 6768* sin(1) + 216* cos(1) + 2592* sin(2) +
+ 2160*E*sin(1) + 6641 + 5616* exp (2))/432
u_2 = -4*x**2/3 - x*(41 + 120* sin(1) + 156*E)/36 - 6*exp(2) -
- 2699/432 - 10* sin (2)/3 + 65* sin (1)/36 + 131*E/36
u_3 = -4*x**2/3 - 5*E*x/3 + 67*x/36 - 5*exp (2)/3 - 1331/432 -
- sin (1)/4 + 16*E/9
u_4 = -5*x**2/3 + 37*x/18 - E/6 - 65/216
u_5 = -x/2 - 1/8

Результат пiдстановки знайденого розв’язку у систему надану програмою:
p_1 = 2*x**2 + 1
p_2 = 3*x
p_3 = x**2 + x + 4
p_4 = 5*x**2
p_5 = 2*x + 2

2.2.2 Приклад iлюстрацiї роботи алгоритму

Приклад 2.4. Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь (1.1), де

𝐴 𝑗 =

(
1 𝑗 ( 𝑗 − 1)

𝑗 ( 𝑗 − 1) 0

)
, 𝑃(𝑥) =

(
𝑥

1

)
.
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Опишемо полiномiальнi розв’язки степеня не вище 𝑚 = 4, вигляду:

𝑢(𝑥) =
4∑︁
𝑗=0

𝑈 𝑗𝑥
𝑗 , де𝑈 𝑗 =

(
𝑢 𝑗1

𝑢 𝑗2

)
.

Запишемо значення для перших п’яти матриць 𝐴 𝑗 :

𝐴0 =

(
1 0

0 0

)
, 𝐴1 =

(
1 0

0 0

)
, 𝐴2 =

(
1 2

2 0

)
, 𝐴3 =

(
1 6

6 0

)
, 𝐴4 =

(
1 12

12 0

)
Складаємо вiдповiдну СЛАР (2.17) при 𝑡 = 1, 𝑠 = 1:

𝐴0𝑈1 =
©­«
1

0

ª®¬
𝐴0𝑈0 + 𝐴1𝑈1 =

©­«
0

1

ª®¬
(2.23)

Розкриємо СЛАР (2.23): 
𝑢11 = 1

𝑢11 + 𝑢01 = 0

0 = 1

Для deg 𝑢(𝑥) = 1 ця система несумiсна.
Складаємо вiдповiдну СЛАР (2.17) при 𝑡 = 2, 𝑠 = 1:

𝐴0𝑈2 =
©­«
0

0

ª®¬
𝐴0𝑈1 + 2𝐴1𝑈2 =

©­«
1

0

ª®¬
𝐴0𝑈0 + 𝐴1𝑈1 + 2𝐴2𝑈2 =

©­«
0

1

ª®¬
(2.24)
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Розкриємо СЛАР (2.24):

𝑢21 = 0

2𝑢21 + 𝑢11 = 1

2𝑢21 + 4𝑢22 + 𝑢11 + 𝑢01 = 0

4𝑢21 = 1

Для deg 𝑢(𝑥) = 2 ця система несумiсна.
Складаємо вiдповiдну СЛАР (2.17) при 𝑡 = 3, 𝑠 = 1:

𝐴0𝑈3 =
©­«
0

0

ª®¬
𝐴0𝑈2 + 3𝐴1𝑈3 =

©­«
0

0

ª®¬
𝐴0𝑈1 + 2𝐴1𝑈2 + 6𝐴2𝑈3 =

©­«
1

0

ª®¬
𝐴0𝑈0 + 𝐴1𝑈1 + 2𝐴2𝑈2 + 6𝐴3𝑈3 =

©­«
0

1

ª®¬

(2.25)

Розкриємо СЛАР (2.25):

𝑢31 = 0

𝑢21 + 3𝑢31 = 0

𝑢11 + 2𝑢21 + 6𝑢31 + 12𝑢32 = 1

𝑢01 + 𝑢11 + 2𝑢21 + 4𝑢22 + 6𝑢31 + 36𝑢32 = 0

4𝑢21 + 36𝑢31 = 1

Для deg 𝑢(𝑥) = 3 ця система несумiсна.
Складаємо вiдповiдну СЛАР (2.17) при 𝑡 = 4, 𝑠 = 1:
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

𝐴0𝑈4 =
©­«
0

0

ª®¬
𝐴0𝑈3 + 4𝐴1𝑈4 =

©­«
0

0

ª®¬
𝐴0𝑈2 + 3𝐴1𝑈3 + 12𝐴2𝑈4 =

©­«
0

0

ª®¬
𝐴0𝑈1 + 2𝐴1𝑈2 + 6𝐴2𝑈3 + 24𝐴3𝑈4 =

©­«
1

0

ª®¬
𝐴0𝑈0 + 𝐴1𝑈1 + 2𝐴2𝑈2 + 6𝐴3𝑈3 + 24𝐴4𝑈4 =

©­«
0

1

ª®¬

(2.26)

Розкриємо СЛАР (2.26):

𝑢41 = 0

𝑢31 = 0

𝑢21 + 3𝑢31 + 12𝑢41 + 24𝑢42 = 0

𝑢11 + 2𝑢21 + 6𝑢31 + 12𝑢32 + 24𝑢41 + 144𝑢42 = 1

𝑢01 + 𝑢11 + 2𝑢21 + 4𝑢22 + 6𝑢31 + 36𝑢32 + 24𝑢41 + 288𝑢42 = 0

4𝑢21 + 36𝑢31 + 288𝑢41 = 1

Отже отримали наступнi значення для невiдомих коефiцiєнтiв:
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

𝑢41 = 0

𝑢42 = − 1
96

𝑢31 = 0

𝑢32 = 𝑐32

𝑢21 =
1
4 ,

𝑢22 = 𝑐22

𝑢11 = 2 − 12𝑐32

𝑢12 = 𝑐12

𝑢01 =
1
2 − 24𝑐32 − 4𝑐22

𝑢02 = 𝑐02

де 𝑐32, 𝑐22, 𝑐12, 𝑐02 - довiльнi сталi.
Маємо наступний вигляд полiномiального розв’язку:

𝑢(𝑥) =
(
𝑥2

4 + (2 − 12𝑐32)𝑥 + 1
2 − 24𝑐32 − 4𝑐22

− 𝑥4

96 + 𝑐32𝑥
3 + 𝑐22𝑥2 + 𝑐12𝑥 + 𝑐02

)
Вигляд розв’язку наданого програмою:
u_1 = -4*c22 - 24*c32 + x^2/4 - 2*x*(6* c32 - 1) + 1/2
u_2 = c02 + c12*x + c22*x^2 + c32*x^3 - x^4/96
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3 Висновки

Дослiджено систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь нескiнченного по-
рядку (1.1) в скiнченновимiрному просторi. Така система узагальнює так званi
лiнiйнi диференцiально - алгебраїчнi рiвняння. Показано, що необхiдною i до-
статньою умовою iснування та єдиностi розв’язку цiєї системи при будь-якiй
полiномiальнiй правiй частинi є оборотнiсть матричного коефiцiєнту 𝐴0. Для
побудови вiдповiдного єдиного розв’язку застосовується метод iталiйського
математика У. Броджи. У випадку необоротностi матричного коефiцiєнту 𝐴0
система (1.1) або може взагалi не мати полiномiального розв’язкiв, а якщо має,
то нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв. В цьому випадку виникає задача побудови
загального полiномiального розв’язку цiєї системи. В роботi показано,щометод
У. Броджи можна використати для побудови загального розв’язку системи (1.1)
при виконаннi умови 𝐴0 = 𝐴1 = · · · = 𝐴𝑘−1 = 0, det 𝐴𝑘 ≠ 0 для деякого 𝑘 ∈ N.
Зроблено програмну реалiзацiю цього методу в середовищi Python. В загальнiй
ситуацiї при det 𝐴0 = 0 запропоновано метод невизначених коефiцiєнтiв, який
зводить задачу знаходження полiномiальних розв’язкiв системи до розв’язання
деякої системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Створена програмна реалiзацiя
методу невизначенних коефiцiєнтiв дозволяє описати полiномiальнi розв’язки
степеню не вище заданого числа. Надано оцiнку знизу степеню полiномiаль-
ного розв’язку системи (1.1). Надалi для удосконалення методу невизначених
коефiцiєнтiв планується оцiнити зверху степiнь полiномiального розв’язку цiєї
системи.
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