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Анотацiї

Степаненко Олексiй Олександрович. Математичнi моделi по-

ширення iнфекцiйних захворювань. Квалiфiкацiйна робота присвя-

чена моделюванню детермiнованих (MSEIR) та схохастичних (TSIR) моде-

лей розповсюдження кору в Японiї. Пiсля наочної iлюстрацiї нездатностi

методу найменших квадратiв апроксимувати криву iнфiкованих, робиться

перехiд до методу максимальної правдоподiбностi. Оптимiзується зареє-

стрована кiлькiсть випадкiв кору в Японiї i пояснюється, чому для подаль-

шого аналiзу некоректно використувати зареєстрованi данi. Наочно iлю-

струється, що модель MSEIR не здатна вiдобразити описанi ВООЗ тренди

поведiнки кору за вiдсутностi вакцинацiї i робиться перехiд до моделi TSIR.

Розглядаються рiзнi розподiли кiлькостi iнфiкованих i пояснюється, чому

для практичного застосування моделi найкращим розподiлом є вiд’ємний

бiномiальний, тодi як для для теоретичного моделювання розподiл Пуас-

сона є найпрактичнiшим. На гiпотетичному прикладi двох мiст демонстру-

ється, як метапопуляцiйна модель може уточнити стандартну модель. Та-

кож математично демонструється, як завчасне запровадження вакцинацiї

може допомогти запобiгти епiдемiї.

Ключовi слова: епiдемiологiя, кiр, моделювання, MSEIR, TSIR, роз-

подiли, оптимiзацiя

Stepanenko Oleksii. Mathematical models of infectious disease

spread. This qualification paper focuses on the modelling of deterministic

(MSEIR) and stochastic (TSIR) models of measles transmission in Japan.

After clearly demonstrating the inability of the least squares method to ap-
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proximate the infection curve, the study transitions to maximum likelihood

estimation. The reported number of measles cases in Japan is optimized,

and a rationale is provided as to why utilizing strictly reported data for sub-

sequent analysis is methodologically incorrect. It is visually illustrated that

the MSEIR model fails to capture the measles behavioural trends described

by the WHO in the absence of vaccination, prompting a shift to the TSIR

model. Various distributions for the number of infected individuals are ex-

amined, explaining why the negative binomial distribution is optimal for the

model’s practical application, whereas the Poisson distribution is the most

practical choice for theoretical modelling. Using two cities as a hypothetical

case study, the work demonstrates how a metapopulation model can refine

the standard approach. Finally, the study shows mathematically how the

early implementation of vaccination can help prevent an epidemic.

Keywords: epidemiology, measles, modelling, MSEIR, TSIR, distribu-

tions, optimization
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Вступ

Моделювання розповсюдження епiдемiй є важливим аспектом економiк

країн свiту, оскiльки це допомагає їм завчасно спрогнозувати потенцiйнi

спалахи хвороб та запобiгти подальшим епiдемiям.

У цiй квалiфiкацiйнiй роботi дослiджено рiзнi моделi поширення кору

в Японiї. Зокрема, показано, що для отримання якiсних прогнозiв базова

модель 𝑆𝐼𝑅 має бути удосконалена шляхом урахування додаткових даних.

Так, для побудови складнiших моделей, якi точнiше вiдображають iстори-

чнi данi та дають якiснiшi прогнози захворюваностi, зiбрано демографiчнi

та соцiологiчнi данi Японiї. У таких моделях враховано материнський iму-

нiтет та введено латентний перiод.

У роботi розглянуто ускладнену детермiновану модель 𝑀𝑆𝐸𝐼𝑅 та сто-

хастичну модель 𝑇𝑆𝐼𝑅. Зокрема, продемонстровано недолiки використан-

ня детермiнованих моделей для моделювання кору i необхiднiсть викори-

стання стохастичних моделей. Для цього проведено сценарний аналiз цих

моделей з метою прогнозування захворюваностi на кiр у майбутньому за

iмпорту нових iнфiкованих осiб та за вiдсутностi вакцинацiї. Наведено при-

клад, який доводить необхiднiсть використання метапопуляцiйної моделi

для бiльш точного аналiзу локальної поведiнки кору. Крiм того, продемон-

стровано, як вакцинацiя дозволяє уникнути епiдемiї.

Результати цiєї роботи були частково опублiкованi у [24], де було роз-

глянуто модель 𝑆𝐼𝑅 для Японiї i зроблено висновок про необхiднiсть ви-

користання складнiших моделей для точнiшого аналiзу розвитку епiдемiї.

Вибiр Японiї зумовлений низкою факторiв. Iнтерес до епiдемiологiчної

динамiки країн Азiї був сформований пiд час проходження стажування
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в Сiнгапурi у 2025 роцi. Аналiз регiональних трендiв виявив епiдемiоло-

гiчний парадокс Японiї: будучи високорозвиненою країною, за останнi 50

рокiв вона стикалася з масштабними спалахами кору через iсторичнi про-

вали у нацiональних програмах iмунiзацiї. Наявнiсть таких якiсних iсто-

ричних даних у поєднаннi з етапами падiння та вiдновлення колективного

iмунiтету робить Японiю оптимальною країною для тестування складних

стохастичних епiдемiологiчних моделей.



Роздiл 1

Аналiз та пiдготовка даних

В цьому роздiлi буде розглянуто модель 𝑆𝐼𝑅 та пояснено, чому її не

варто використовувати для аналiзу розповсюдження кору. Також будуть

розглянутi всi данi, використанi для тренування моделей з метою надання

якомога точнiшої iнформацiї про епiдемiю кору в Японiї. Будуть розглянутi

методи обробки демографiчних, соцiологiчних та епiдемiологiчних даних.

1.1. Аналiз проблеми

1.1.1. Модель SIR

Нагадаємо стандартну модель 𝑆𝐼𝑅 [20]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼

𝑁
𝑑𝐼

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

𝑁
− 𝛾𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼

(1.1)

Тут 𝛽 – коефiцiєнт захворюваностi, 𝛾 – коефiцiєнт одужання, 𝑆 – абсолю-

тна кiлькiсть населення, вразливого до iнфекцiї, 𝐼 – кiлькiсть iнфiкованих,

𝑅 – кiлькiсть тих, хто одужав або помер вiд захворювання, 𝑁 = 𝑆 + 𝐼 +𝑅

– загальна чисельнiсть населення.
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1.1.2. Недолiки моделi

У [20] було зазначено, що 𝑁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. У випадку Японiї чисельнiсть

населення стрiмко зростала на кiнцi XX столiття, але вийшла на плато i

потроху почала спадати у XXI столiттi, як зазначено в [3].

З метою точнiшого аналiзу розвитку епiдемiї кору в Японiї потрiбно

враховувати цю iнформацiю, а не брати кiлькiсть населення константою.

З iншого боку, модель (1.1) не враховує, що кiр має так званий латен-

тний перiод, який для кору становить близько 10 днiв, як зазначено в [5].

Латентний перiод — це перiод, в який людина вже є iнфiкованою, але все

ще не є заразливою.

До того ж, у [6] зазначено, що дiти вiком до 6 мiсяцiв мають материн-

ський iмунiтет i, вiдповiдно, не є вразливими. Для вiрусу кору, 90% випад-

кiв якого вiдбувались у вiцi до 10 рокiв до винайдення вакцини [17], це є

важливим фактором, оскiльки дiти до 6 мiсяцiв становлять велику частку

заразливих, якщо не враховувати материнський iмунiтет.

Окрiм цього, модель (1.1) припускає, що кожна особа з однаковою ймо-

вiрнiстю контактує з будь-якою iншою особою. В реальностi це не завжди

так: в 2014 роцi було проведено дослiдження [4], яке показало, скiльки кон-

тактiв в середньому на день (у буднi та вихiднi днi) кожна особа має з

представниками кожної вiкової групи. Через нерiвномiрнiсть цих даних та

високий ризик захворiти на кiр в ранньому вiцi виникає потреба врахову-

вати цi соцiологiчнi данi.

Також, у 1978 роцi в Японiї було запроваджено обов’язкову вакцина-

цiю дiтей [8], що стало поштовхом для поступової елiмiнацiї кору. Проте,

оскiльки у 1994 роцi вакцинацiя стала добровiльною i кiлькiсть вакцино-

ваних рiзко впала через недовiру населення до нової вакцини, на початку

XXI столiття епiдемiя спалахнула знову [8].
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Оскiльки проста 𝑆𝐼𝑅-модель не здатна проiлюструвати описанi вище

тенденцiї, пропонується удосконалити модель так, щоб врахувати якомога

бiльше деталей.

1.2. Пiдготовка даних

1.2.1. Демографiчнi данi

У [3] надано базу даних про перепис населення Японiї за наступнi роки:

𝑦𝑒𝑎𝑟𝑠 = {1970, 1975, 1980, 1986−1989, 1991−1994, 1996−2004, 2006−2024}.

У кожному переписi населення мiститься точна iнформацiя про чисельнiсть

населення кожного вiку (з округленням до тисяч).

Для подальшого аналiзу розiб’ємо все населення на 4 вiковi групи: 0-

1 рiк, 1-4 роки, 5-14 рокiв, 15+ рокiв. Таке розбиття обумовлене тим, що

вiдокремлюються дiти до 6 мiсяцiв з материнським iмунiтетом (будемо вва-

жати, що їх приблизно половина вiд загальної кiлькостi людей 0-1 року),

дiти 1-4 рокiв ще не ходять до школи, але за вiдсутностi вакцинацiї вони

є найбiльш вразливими, бо починають контактувати з навколишнiм сере-

довищем, дiти 5-14 рокiв збираються в школах i таким чином передають

вiрус один одному, а у вiцi 15 рокiв бiльшiсть осiб вже перехворiла i має

пожиттєвий iмунiтет.

Для того, щоб визначити чисельнiсть населення кожної з вищезазначе-

них вiкових груп, потрiбно взяти данi з кожної таблицi так:

𝑁0−1,𝑡 = 𝑁0,𝑡 (1.2)

𝑁1−4,𝑡 =
4∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖,𝑡 (1.3)
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𝑁5−14,𝑡 =
14∑︁
𝑖=5

𝑁𝑖,𝑡 (1.4)

𝑁15+,𝑡 = 𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑡 −𝑁0−1,𝑡 −𝑁1−4,𝑡 −𝑁5−14,𝑡 (1.5)

Тут 𝑁𝑖,𝑡 — кiлькiсть осiб вiком 𝑖 рокiв за рiк 𝑡, 𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑡 — загальна чисель-

нiсть населення Японiї за рiк 𝑡.

1.2.2. Соцiологiчнi данi

У [4] наведено середню кiлькiсть фiзичних контактiв мiж представника-

ми кожної вiкової групи в буднi та вихiднi днi. З 15 наявних вiкових груп

(0-4, 5-9, 10-14, 15-19, . . . , 70+) потрiбно змiнити таблицю так, щоб її можна

було застосувати для розбиття, обраного вище.

Читати матрицю, описану в [4], потрiбно так: 𝐶𝑖𝑗 — це кiлькiсть конта-

ктiв на день (буднiй чи вихiдний) представником вiкової групи 𝑖 з пред-

ставниками вiкової групи 𝑗.

Оскiльки перший рядок таблицi вiдноситься до вiкової групи 0-4 роки, то

для того, щоб вiдокремити вiкову групу 0-1 рiк, припускаємо, що кiлькiсть

їхнiх контактiв з довiльною вiковою групою дорiвнює кiлькостi контактiв

вiкової групи 1-4 з тою самою вiковою групою. Вiдповiдно, результивна

матриця контактiв буде складатися з двох однакових перших рядкiв.

Спочатку зведемо цi матрицi (за буднi та за вихiднi днi) до однiєї, беручи

до уваги, що кожен тиждень в середньому складається з п’яти буднiх та

двох вихiдних днiв:

𝐶𝑎𝑣𝑔 =
5

7
𝐶𝑤𝑒𝑒𝑘𝑑𝑎𝑦 +

2

7
𝐶𝑤𝑒𝑒𝑘𝑒𝑛𝑑 (1.6)

Далi, застосуємо наступне перетворення матрицi для стовпцiв 𝐶 = 𝐶𝑎𝑣𝑔:

якщо кiлькiсть контактiв середньостатистичного представника групи 𝑖 з
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групою 𝑗 дорiвнює 𝐶𝑖𝑗, то для 𝑗 ̸= 𝑘 : 𝐶𝑖,(𝑗∪𝑘) = 𝐶𝑖𝑗 + 𝐶𝑖𝑘. Вiдповiдно, для

будь-якої вiкової групи 𝑖 маємо:

𝐶𝑖,5-14 =
∑︁
𝑘∈𝐾1

𝐶𝑖,𝑘 (1.7)

𝐶𝑖,15+ =
∑︁
𝑘∈𝐾2

𝐶𝑖,𝑘, (1.8)

де 𝐾1 = {5-9, 10-14}, 𝐾2 = {15-19, 20-24, . . . , 70+} — множини вiдповiдних

5-рiчних вiкових iнтервалiв.

Перетворення рядкiв вiдбувається так: якщо 𝑁𝑖 — чисельнiсть вiкової

групи 𝑖, то для 𝑖 ̸= 𝑘:

𝐶𝑖∪𝑘,𝑗 =
𝐶𝑖𝑗𝑁𝑖 + 𝐶𝑘𝑗𝑁𝑘

𝑁𝑖 +𝑁𝑘
(1.9)

Рiвняння (1.9) показує, скiльки контактiв середньостатистична особа в вi-

ковiй групi 𝑖∪ 𝑘 робить з представниками будь-якої вiкової групи 𝑗. Таким

чином, для вiкової групи 5-14 маємо наступне рiвняння:

𝐶5-14,𝑗 =
𝐶5-9,𝑗𝑁5-9 + 𝐶10-14,𝑗𝑁10-14

𝑁5-9 +𝑁10-14
(1.10)

Вiдповiдно, останнiй рядок матрицi контактiв для вiкової групи 15+ має

вигляд:

𝐶15+,𝑗 =

∑︀
𝑚∈𝐾2

𝐶𝑚,𝑗𝑁𝑚∑︀
𝑚∈𝐾2

𝑁𝑚
, (1.11)

де 𝐾2 = {15-19, 20-24, . . . , 70+} — множина вiдповiдних 5-рiчних вiкових

iнтервалiв.

Таким чином, отримуємо матрицю 𝐶 = {𝐶𝑖𝑗}, що буде використовува-

тися в подальшому аналiзi для обчислення сили iнфекцiї (див. роздiл 2).
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1.2.3. Епiдемiологiчнi данi

Використовуємо оцiнку ВООЗ [2] для даних про охоплення щепленнями

в Японiї за 1978-2024 роки:

𝑣𝑡 =
𝑁𝑣𝑎𝑐𝑐𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒𝑑,𝑡

𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑡
(1.12)

Тут 𝑁𝑣𝑎𝑐𝑐𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒𝑑,𝑡 — кiлькiсть вакцинованих за рiк 𝑡, 𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑡 — загальна кiль-

кiсть осiб за рiк 𝑡, що потребують вакцинацiї (для кору це дiти вiком 1

рiк).

Зауваження. 𝑁𝑣𝑎𝑐𝑐𝑖𝑛𝑎𝑡𝑒𝑑,𝑡 — загальна кiлькiсть вакцинованих, яка вклю-

чає в себе дiтей, що вакцинувалися пiсля рекомендованого строку у 12 мi-

сяцiв. Так, пiсля запровадження добровiльної вакцинацiї у 1994 роцi [8] та

через велику кiлькiсть побiчних дiй нової вакцини MMR велика кiлькiсть

дiтей або йшла вакцинуватися пiзнiше, або не йшла вакцинуватися взагалi

[8]. Тому данi ВООЗ потрiбно використовувати не як абсолютний iдеал, а

як певну оцiнку.

Вважається, що саме провал вакцинацiї на кiнцi XX–початку XXI столi-

ття спричинив нову хвилю хворих [8]. Оскiльки данi ВООЗ [2] розходяться

з реальними даними [9], для якiснiшого аналiзу розвитку епiдемiї кору бу-

демо використовувати саме реальнi данi.

1.3. Iнтерполяцiя даних

1.3.1. Iнтерполяцiя демографiчних даних

Оскiльки тривалiсть хвороби на кiр та його латентний перiод не переви-

щують двох тижнiв [16], даних про щорiчну кiлькiсть нових випадкiв кору

недостатньо для аналiзу моделi. У базi даних [3] вже зiбранi демографiчнi

данi майже за всi роки, починаючи з 1970-го. Вiдповiдно, є можливiсть оцi-
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нити чисельнiсть населення кожної вiкової групи за кожен день. Для цього

використовується лiнiйна iнтерполяцiя — якщо на початку року 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 чи-

сельнiсть населення певної вiкової групи 𝑖 становить 𝑁𝑖(𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡), а наприкiнцi

року 𝑡𝑒𝑛𝑑 — 𝑁𝑖(𝑡𝑒𝑛𝑑), тодi для будь-якого моменту часу 𝑡 всерединi цього iн-

тервалу (𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑒𝑛𝑑) чисельнiсть 𝑁𝑖(𝑡) обчислюється за наступною

формулою:

𝑁𝑖(𝑡) = 𝑁𝑖(𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡) + (𝑡− 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡) ·
𝑁𝑖(𝑡𝑒𝑛𝑑)−𝑁𝑖(𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡)

𝑡𝑒𝑛𝑑 − 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡
(1.13)

Лiнiйнiсть формули 1.13 забезпечує демографiчний баланс в будь-який мо-

мент часу 𝑡:

𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙(𝑡) =
4∑︁

𝑖=1

𝑁𝑖(𝑡) (1.14)

1.3.2. Iнтерполяцiя охоплення вакцинацiєю

Iнтерполяцiя частки вакцинованих буде проводитись наступним чином:

1. До введення вакцини в 1978 роцi [8] кiлькiсть вакцинованих фактично

дорiвнювала нулю.

2. В перiод 1994–2002 рокiв через недовiру населення до вакцинацiї про-

центна частка вакцинованих була доволi низькою. Оскiльки з лiтера-

тури [9] маємо данi за 2002 рiк (61.7%), цi данi будуть взятi для всього

перiоду 1994–2002 рокiв.

3. Решта даних беруться з оцiнки ВООЗ (WUENIC), але для врахува-

ння вiдмов вiд вакцинацiї верхнiй порiг охоплення вакцинацiєю був

обраний у 98%.

Формально, алгоритм формування щорiчного рiвня вакцинацiї можна за-

писати як кусково-задану функцiю:
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𝑝𝑦 = min(𝑝′𝑦, 0.98), (1.15)

де базове значення 𝑝′𝑦 визначається iсторичним контекстом:

𝑝′𝑦 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, 𝑦 < 1978

0.617, 1994 ≤ 𝑦 ≤ 2002

𝑃WUENIC(𝑦), якщо данi 𝑃WUENIC(𝑦) iснують

𝑝𝑦−1, в iншому випадку

(1.16)

Для отримання щоденного значення частки вакцинованих 𝑝(𝑡) для будь-

якого дня 𝑡 ∈ [𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡, 𝑡𝑒𝑛𝑑] всерединi року застосовувалась лiнiйна iнтерпо-

ляцiя:

𝑝(𝑡) = 𝑝𝑦𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 + (𝑡− 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡) ·
𝑝𝑦𝑒𝑛𝑑 − 𝑝𝑦𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡
𝑡𝑒𝑛𝑑 − 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡

(1.17)

де 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 та 𝑡𝑒𝑛𝑑 — днi, що вiдповiдають початку поточного та наступного

рокiв вiдповiдно.

Зауваження. Кiлькiсть осiб, що набувають iмунiтет пiсля щеплення,

насправдi дорiвнює 𝑝(𝑡) · 𝑉 𝐸, де 𝑉 𝐸 – так звана ефективнiсть вакцини

(Vaccine Efficacy). Для вакцини MCV1 для дiтей вiком <9 мiсяцiв вона ста-

новить близько 94% [13]. Для запобiгання перенавчанню моделi через рiзнi

показники ефективностi вакцини, що збiльшуються з часом, було обрано

обмежити 𝑝(𝑡) числом 0.98 та брати в якостi 𝑝(𝑡) iсторичнi оцiнки ВООЗ.

1.4. Пiдготовка моделi

Оскiльки епiдемiя кору виникла ранiше, нiж у 1970-х роках, а демогра-

фiчнi та епiдемiологiчнi данi починаються у 1970 роцi, для бiльш точного

та реалiстичного аналiзу пропонується ввести так звану фазу розiгрiву.
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В початковий момент часу (наприклад, 1 сiчня 1950 року) обираємо певну

кiлькiсть iнфiкованих та осiб в латентному перiодi i симулюємо моделi, опи-

санi в подальших роздiлах. Це дає бiльш правдоподiбну картину, оскiльки,

як буде видно далi, епiдемiї виникають не одразу пiсля виникнення перших

випадкiв.



Роздiл 2

Детермiнована модель MSEIR

В роздiлi 1 було описано недолiки моделi 𝑆𝐼𝑅 i необхiднiсть використо-

вувати складнiшi моделi. Далi в цьому роздiлi буде розглядатися модель

𝑀𝑆𝐸𝐼𝑅, що являє собою детермiновану модель, що враховує материн-

ський iмунiтет (𝑀) та латентний перiод кору (𝐸).

2.1. Опис оригiнальної моделi

Означення 2.1. Моделлю MSEIR називається наступна система дифе-

ренцiальних рiвнянь [20]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑𝑀

𝑑𝑡
= 𝐵 − 𝛿𝑚𝑀 − 𝜇𝑀

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= 𝛿𝑚(1− 𝑝)𝑀 − 𝛽𝑆𝐼

𝑁
− 𝜇𝑆

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=

𝛽𝑆𝐼

𝑁
− 𝜎𝐸 − 𝜇𝐸

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝜎𝐸 − 𝛾𝐼 − 𝜇𝐼

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛿𝑚𝑝𝑀 + 𝛾𝐼 − 𝜇𝑅

(2.1)

Тут 𝑀,𝑆,𝐸, 𝐼, 𝑅 — чисельнiсть осiб у вiдповiдних епiдемiчних станах (з ма-

теринським iмунiтетом, вразливi, iнфiкованi в латентному перiодi, заразнi

та вилученi/вакцинованi вiдповiдно), 𝑁 — загальна чисельнiсть населення.

Параметри системи:

• 𝐵 — абсолютна кiлькiсть народжень за одиницю часу;

17
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• 𝜇 — коефiцiєнт демографiчного вiдтоку (природна смертнiсть/старiн-

ня);

• 𝛿𝑚 — швидкiсть втрати материнського iмунiтету (обернена до сере-

дньої тривалостi захисту немовлят);

• 𝑝 — рiвень охоплення вакцинацiєю (частка дiтей, якi отримують шту-

чний iмунiтет одразу пiсля втрати материнського);

• 𝛽 — коефiцiєнт розповсюдження вiрусу;

• 𝜎 — швидкiсть переходу з латентного стану в iнфекцiйний (обернена

до латентного перiоду);

• 𝛾 — швидкiсть одужання (обернена до перiоду iнфекцiйностi).

Оскiльки нас цiкавить денна iнцидентнiсть, то значення параметрiв 𝛿𝑚,

𝛾 та 𝜎 можемо порахувати одразу. Так, оскiльки середня тривалiсть за-

хисту немовлят становить ≈ 180 дiб, перiод iнфекцiйностi кору становить

≈ 7 дiб та латентний перiод становить ≈ 10 дiб, маємо наступнi значення

параметрiв моделi:

𝛿𝑚 =
1

180
, 𝛾 =

1

7
, 𝜎 =

1

10
(2.2)

2.2. Модифiкацiя моделi

Оскiльки система (2.1) припускає, що населення є однорiдним, то для то-

го, щоб урахувати соцiологiчнi показники, потрiбно удосконалити систему,

переписавши її для кожної вiкової групи, обговореної в роздiлi 1 окремо,

таким чином, отримуючи 20 рiвнянь.

Для компактного запису повної вiкової моделi введемо вектори станiв

M,S,E, I,R ∈ R𝑛, де 𝑛 = 4 — кiлькiсть вiкових груп. Динамiка системи

описується наступним диференцiальним рiвнянням:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑑M

𝑑𝑡
= B− 𝛿𝑚M+AM

𝑑S

𝑑𝑡
= 𝛿𝑚(1− 𝑝)M−ΛS+AS

𝑑E

𝑑𝑡
= ΛS− 𝜎E+AE

𝑑I

𝑑𝑡
= 𝜎E− 𝛾I+AI

𝑑R

𝑑𝑡
= 𝛿𝑚𝑝M+ 𝛾I+AR

(2.3)

Тут B = [𝐵, 0, 0, 0]𝑇 — вектор народжуваностi (поповнює лише пер-

шу комiрку), Λ = diag(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4) — дiагональна матриця сили iнфекцiї

(див. рiвняння 2.10), а A ∈ R𝑛×𝑛 — матриця демографiчних переходiв (тоб-

то, старiння та смертностi):

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−(𝑎1 + 𝜇1) 0 0 0

𝑎1 −(𝑎2 + 𝜇2) 0 0

0 𝑎2 −(𝑎3 + 𝜇3) 0

0 0 𝑎3 −𝜇4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (2.4)

Тут 𝑎𝑖 — швидкiсть переходу до наступної вiкової групи (старiння), а 𝜇𝑖 —

коефiцiєнт смертностi у вiдповiднiй вiковiй групi.

Надалi, припускаємо, що кожної доби однакова частка дiтей переходить

з однiєї вiкової групи в iншу. Ця частка обернено пропорцiйна до загаль-

ної тривалостi перебування кожної особи у вiдповiднiй вiковiй групi (тут i

надалi припускаємо, що кожний рiк мiстить в собi 365.25 дiб):

𝑎1 =
1

1 · 365.25
(2.5)

𝑎2 =
1

4 · 365.25
(2.6)

𝑎3 =
1

10 · 365.25
(2.7)

𝑎4 = 0 (2.8)
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Якщо знехтувати дитячою смертнiстю, коефiцiєнт смертностi 𝜇4 = 𝜇

можна обчислити з демографiчних даних за наступною формулою:

𝜇(𝑡) = 𝐵𝑡 +𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑡−1 −𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑡 (2.9)

Тут 𝐵𝑡 — народжуванiсть в момент часу 𝑡, 𝑁𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑡 — загальна чисельнiсть

населення в момент часу 𝑡.

Фiзичний змiст цiєї формули: прирiст населення дорiвнює рiзницi наро-

джуваностi та смертностi.

Вiдповiдно, матриця A перетворюється на таку:

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−𝑎1 0 0 0

𝑎1 −𝑎2 0 0

0 𝑎2 −𝑎3 0

0 0 𝑎3 −𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (2.10)

Сила iнфекцiї для кожної групи обчислюється через матрицю соцiальних

контактiв C = {𝑐𝑖𝑗}, обчислену в роздiлi 1.2.2:

𝜆𝑖(𝑡) = 𝛽
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑐𝑖𝑗
𝐼𝑗(𝑡)

𝑁𝑗(𝑡)
(2.11)

Ця формула є узагальненням формули для сили iнфекцiї в моделi 𝑆𝐼𝑅,

яка тепер подається як лiнiйна комбiнацiя сил iнфекцiї для кожної вiкової

групи.

Це перетворення можна записати через обернену дiагональну матрицю

населення:

𝜆⃗(𝑡) = 𝛽C diag(N)−1I(𝑡) (2.12)

де diag(N) — матриця, на головнiй дiагоналi якої розташованi значення

загальної чисельностi кожної вiкової групи 𝑁𝑖.
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Надалi, для використання в системi (2.3), з вектора 𝜆⃗(𝑡) формується

дiагональна матриця Λ = diag(𝜆⃗). Такий матричний запис є узагальненням

бiльш простого випадку, описаного в другому доданку другого рiвняння

системи (2.1).

Будемо оновлювати матрицю контактiв на кожному кроцi:

𝐶𝑎𝑑𝑗
𝑖,𝑗 (𝑡) =

𝐶𝑖,𝑗𝑁𝑖,𝑡 + 𝐶𝑗,𝑖𝑁𝑗,𝑡

2𝑁𝑖,𝑡
(2.13)

Це рiвняння береться з того, що в iдеальному середовищi сума кiлькостей

контактiв представникiв групи 𝑖 з представниками групи 𝑗 дорiвнює сумi

кiлькостей контактiв представникiв групи 𝑗 з представниками групи 𝑖, але

оскiльки наша матриця контактiв не iдеальна, беремо середнє арифметичне

загальних контактiв i дiлимо його на чисельнiсть населення групи 𝑖, щоб

отримати кiлькiсть контактiв для однiєї людини.

2.3. Застосування моделi

Беремо модель, отриману в роздiлi 2.1, i застосуємо її до вiдзвiтованих

даних [1]. Оскiльки неможливо сказати точно, скiльки реальних випадкiв

кору було виявлено (див. роздiл 4.1), будемо намагатися описати тенденцiї

поведiнки кривої кiлькостi iнфiкованих. При цьому обираємо сталий кое-

фiцiєнт реєстрацiї 0.1 (див. роздiл 4.1).

2.3.1. Початкова iнiцiалiзацiя

Застосовуємо фазу розiгрiву тривалiстю 20 рокiв (див. роздiл 1.4) до

моделi, описаної в роздiлi 2.1. Матрицю контактiв було обчислено в роздiлi

1.2.2, iнтерполяцiю чисельностi населення було описано в роздiлi 1.3.1, а iн-

терполяцiю охоплення вакцинацiєю — в роздiлi 1.3.2. Значення параметрiв
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𝛿𝑚, 𝛾 та 𝜎 обираються з рiвнянь (2.2).

На початку роботи програми задаємо 𝑠𝑒𝑒𝑑 = 500 (це кiлькiсть iнфi-

кованих та осiб, що перебувають в латентному перiодi станом на 1 сiчня

1950 року). Оскiльки в той час майже всi хворiли на кiр i отримували

пожиттєвий iмунiтет пiсля одужання, задаємо наступну початкову частку

вразливих у кожнiй вiковiй групi з такими припущеннями:

𝑆0,0−1 = 0.5𝑁0,0−1 (≈ 50% дiтей мають материнський iмунiтет) (2.14)

𝑆0,1−4 = 0.6𝑁0,1−4 (≈ 40% дiтей дошкiльного вiку перехворiли) (2.15)

𝑆0,5−14 = 0.15𝑁0,5−14 (≈ 85% дiтей шкiльного вiку перехворiли) (2.16)

𝑆0,15+ = 0.05𝑁0,15+ (майже всi дорослi перехворiли) (2.17)

Обираємо початкове значення 𝛽 наступним чином: у [19] наведено фор-

мулу для обчислення базового репродуктивного числа 𝑅0:

𝑅0 = 𝜌(𝐾(𝑆)), (2.18)

де 𝜌 — спектральний радiус оператора наступного поколiння 𝐾(𝑆). Для

дискретних випадкiв 𝐾(𝑆) являє собою матрицю, що за вiдсутнiстю смер-

тностi для хворих обчислюється за наступною формулою [19]:

𝐾(𝑆) = 𝑇 (𝑆)𝐷−1, (2.19)

де 𝐷−1 — середнiй час перебування особи в iнфiкованому станi, що в нашо-

му випадку дорiвнює 𝛾−1, 𝑇 (𝑆) — матриця передачi хвороби, що в нашому

випадку обчислюється за формулою:

𝑇 (𝑆) = 𝛽C, (2.20)

де 𝛽 — коефiцiєнт розповсюдження iнфекцiї моделi (2.3), C — матриця



23

контактiв, задана в роздiлi 1.2.2.

Пiдсумовуючи, маємо загальну формулу для обчислення базового ре-

продукцiйного числа кору з моделi (2.3):

𝑅0 = 𝜌(𝛽C𝛾−1) (2.21)

Оскiльки 𝛽 та 𝛾 в моделi 2.3 є сталими, їх можна винести за дужки, таким

чином отримуючи фiнальну формулу:

𝑅0 = 𝛽𝛾−1𝜌(C) (2.22)

Базове репродукцiйне число для кору зазвичай становить ≈ 12-18 [7]. Для

розрахункiв обираємо значення, що лежить посерединi цього iнтервалу:

𝑅0 = 15.

Матриця контактiв C має наступний вигляд:

C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0.2904 1.1939 0.3686 1.4585

0.2904 1.1939 0.3686 1.4585

0.0384 0.1580 4.2467 1.7996

0.0417 0.1714 0.4823 4.4631

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (2.23)

Її максимальне власне значення було обчислено в середовищi Python за

допомогою модуля np.linalg i становить приблизно 5.38. Вiдповiдно, якщо

пiдставити це значення в рiвняння (2.22), отримаємо значення для 𝛽:

𝛽 ≈ 0.398 (2.24)

Це значення буде обрано як стартове значення.

Програмна реалiзацiя цього та всiх наступних алгоритмiв проводилась

за допомогою використання iнструментiв генеративного штучного iнтеле-
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кту i наведено за посиланням [22]. Чисельне iнтегрування з метою отри-

мання рiчної iнциденцiї проводилось в середовищi Python за допомогою

модуля scipy.integrate.odeint. На 2.1 показано графiк кiлькостi iнфiкованих

в залежностi вiд часу для початкового значення 𝛽. Час виконання програ-

ми становить 0.97 секунд.

Рис. 2.1: Модель MSEIR для початкового значення 𝛽 = 0.398.

2.3.2. Оптимiзацiя методом найменших квадратiв

У роздiлi 2.3.1 було застосовано модель 𝑀𝑆𝐸𝐼𝑅 до певного початкового

значення параметра 𝛽. У цьому роздiлi буде оптимiзовано цей параметр за

допомогою метода найменших квадратiв.

Задача метода найменших квадратiв полягає в тому, щоб мiнiмiзувати

середньоквадратичну похибку:

𝑀𝑆𝐸 =
1

𝑘

2024∑︁
𝑦=1974

(𝐼𝑠𝑖𝑚(𝑦) · 0.1− 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙(𝑦))
2 , (2.25)

де 𝐼𝑠𝑖𝑚 — кiлькiсть випадкiв, спрогнозованих моделлю, а 𝐼𝑟𝑒𝑎𝑙 — кiлькiсть

зареєстрованих випадкiв. Число 0.1 — це так званий коефiцiєнт реєстрацiї
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(див. роздiл 4.1). Число 𝑘 = 51 в знаменнику дробу береться як кiлькiсть

рокiв симуляцiї:

𝑘 = 𝑡𝑒𝑛𝑑 − 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 + 1, (2.26)

де 𝑡𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 = 1974, 𝑡𝑒𝑛𝑑 = 2024 — початок i кiнець симуляцiї.

Вiдповiдно, шукаємо таке значення 𝛽, для якого 𝑀𝑆𝐸 → 𝑚𝑖𝑛.

Оптимiзацiя реалiзована в середовищi Python за допомогою модуля

scipy.optimize. В якостi основного iнструменту пошуку глобального мi-

нiмуму тут i надалi було обрано алгоритм L-BFGS-B (Limited-memory

Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno with Bounds). Такий вибiр обумовлений

тим, що значення 𝛽 лежать в iнтервалi (0,1) через фiзичний змiст параме-

тра. Окрiм цього, на вiдмiну вiд класичного методу Ньютона, який вима-

гає аналiтичного обчислення або скiнченно-рiзницевого наближення повної

матрицi Гессе ∇2𝑓(𝑥) на кожнiй iтерацiї (що є обчислювально складним

для жорстких систем диференцiальних рiвнянь), алгоритм L-BFGS-B бу-

дує апроксимацiю оберненої матрицi Гессе. Використання модифiкацiї з

обмеженою пам’яттю (Limited-memory) дозволяє зберiгати не всю матри-

цю розмiрностi 𝑛×𝑛, а лише iсторiю оновлень для 𝑚 останнiх iтерацiй, що

забезпечує швидку збiжнiсть при мiнiмальних витратах обчислювальних

ресурсiв.

Зауваження. Оскiльки стан без захворювань є глобальною асимпто-

тично стiйкою точкою спокою [20], оптимiзатор часто намагався якомога

швидше наблизитися до нуля, замiсть того, щоб охопити пiк початку XXI

столiття i зробити кращу форму кривої. Тому було прийнято рiшення мо-

дифiкувати функцiю сили iнфекцiї, додавши до неї маленьке число (𝛼 ≈

10−8), яке було пiдiбране таким чином, щоб оптимiзатор не згладжував

криву.

На рис. 2.2 показано результат виконання оптимiзацiї методом наймен-
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ших квадратiв. Час виконання програми становить 112.89 секунд.

Рис. 2.2: Модель MSEIR, оптимiзована за допомогою метода найменших
квадратiв (𝛽 ≈ 0.05).

2.3.3. Оптимiзацiя методом максимальної правдоподiбностi

Недолiки методу найменших квадратiв Проблема методу наймен-

ших квадратiв полягає в тому, що крива кiлькостi iнфiкованих не охоплює

другий пiк початку XXI столiття, а також згладжується. З одного боку,

грає роль сталий коефiцiєнт реєстрацiї, але з iншого боку, оптимiзацiя ме-

тодом найменших квадратiв намагається зберегти якомога простiшу форму

кривої, жорстко штрафуючи модель за вiдхилення.

Щоб покращити аналiз, розглянемо бiльш загальний метод оптимiза-

цiї — метод максимальної правдоподiбностi (Maximum Likelihood Estimate,

MLE). Метод максимальної правдоподiбностi базується на знаходженнi та-

кого вектора параметрiв 𝜃, який максимiзує спiльну ймовiрнiсть отримання

наявного набору емпiричних спостережень 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛}. У загаль-

ному виглядi функцiя правдоподiбностi 𝐿(𝜃) для незалежних спостережень
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записується як добуток функцiй маси ймовiрностi 𝑃 :

𝐿(𝜃 | 𝑌 ) =
𝑛∏︁

𝑖=1

𝑃 (𝑦𝑖 | 𝜃) (2.27)

Зауваження. Зазначимо, що метод найменших квадратiв являє собою

метод максимальної правдоподiбностi за умови, що похибки мають нор-

мальний розподiл [15]. Насправдi, кiлькiсть iнфiкованих є дискретною ве-

личиною, тому для її оцiнки краще використовувати саме дискретнi роз-

подiли (див. роздiл 2.3.3).

З метою уникнення обчислювальної нестабiльностi при множеннi ма-

лих ймовiрностей, а також для адаптацiї задачi пiд стандартнi алгоритми

градiєнтної мiнiмiзацiї, замiсть максимiзацiї 𝐿(𝜃) здiйснюється мiнiмiзацiя

негативної логарифмiчної правдоподiбностi (Negative Log-Likelihood, NLL).

Загальний вигляд функцiї NLL, незалежний вiд розподiлу, має вигляд [15]:

𝑁𝐿𝐿(𝜃 | 𝑌 ) = − ln𝐿(𝜃 | 𝑌 ) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

ln𝑃 (𝑦𝑖 | 𝜃) (2.28)

Вибiр розподiлу. Проблема бiномiального розподiлу полягає в тому,

що вiн припускає незалежнiсть подiй (тобто, в нашому випадку незале-

жнiсть захворювання двох рiзних осiб). Звичайно, цi подiї в реальному

життi є залежними, оскiльки контакти мiж особами впливають на переда-

чу iнфекцiї.

Проблема розподiлу Пуассона полягає в тому, що вiн припускає, що дис-

персiя є сталою: 𝑉 𝑎𝑟 = 𝜇 [21]. У випадку кору, який поширюється групами

(наприклад, в школах, дитсадках тощо), дисперсiя не є сталою, оскiльки

якщо в якийсь момент один учень стає iнфiкованим, майже всi невакци-

нованi мають великий ризик заразитися, через що дисперсiя перевищить

середнє значення (𝑉 𝑎𝑟 > 𝜇).
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З огляду на це, розглянемо вiд’ємний бiномiальний розподiл. Вектор

параметрiв моделi 𝜃 = [𝛽, 𝑘], де 𝑘 — додатний параметр дисперсiї, який бу-

де оптимiзуватися разом з коефiцiєнтом розповсюдження iнфекцiї 𝛽. Для

вiд’ємного бiномiального розподiлу дисперсiя описується наступною фор-

мулою:

𝑉 𝑎𝑟 = 𝜇+
𝜇2

𝑘
, (2.29)

При 𝑘 → ∞ 𝑉 𝑎𝑟 → 𝜇, i отримаємо розподiл Пуассона. З iншого боку,

при 𝑘 ≈ 0 дисперсiя швидко зростає, що дозволяє охопити кластерну стру-

ктуру розповсюдження iнфекцiї. Вiдповiдно, параметр 𝑘 вiдповiдає саме

за те, наскiльки великою є дисперсiя i допомагає визначити стохастичний

шум.

Функцiя маси ймовiрностi негативного бiномiального розподiлу через

гамма-функцiю Γ(·) записується як [21]:

𝑃 (𝑦𝑖 | 𝜇𝑖, 𝑘) =
Γ(𝑦𝑖 + 𝑘)

Γ(𝑦𝑖 + 1)Γ(𝑘)

(︂
𝑘

𝑘 + 𝜇𝑖

)︂𝑘 (︂
𝜇𝑖

𝑘 + 𝜇𝑖

)︂𝑦𝑖

, (2.30)

де 𝜇𝑖(𝛽) — динамiчне математичне сподiвання для 𝑖-го року, обчислене за

допомогою iнтегрування системи диференцiальних рiвнянь MSEIR.

Вiдповiдно, фiнальна цiльова функцiя NLL, яка була мiнiмiзована алго-

ритмом L-BFGS-B, має наступний вигляд:

𝑁𝐿𝐿(𝛽, 𝑘) = −
𝑛∑︁

𝑖=1

[︂
ln Γ(𝑦𝑖 + 𝑘)− ln Γ(𝑦𝑖 + 1)− ln Γ(𝑘)+

𝑘 ln

(︂
𝑘

𝑘 + 𝜇𝑖

)︂
+ 𝑦𝑖 ln

(︂
𝜇𝑖

𝑘 + 𝜇𝑖

)︂]︂ (2.31)

Програмна реалiзацiя. Програмна реалiзацiя оптимiзацiї параме-

трiв 𝛽 i 𝑘 була описана в середовищi Python за допомогою модуля sci-

py.optimize. Результат роботи програми та оптимiзованi значення параме-

трiв наведено на рис. 2.3. Час виконання програми становить 247.53 секунд.
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Рис. 2.3: Модель MSEIR, оптимiзована за допомогою метода максимальної
правдоподiбностi (𝛽 ≈ 0.98, 𝑘 = 0.26).

Зазначимо, що метод максимальної правдоподiбностi не згладжує криву

так, як це робить оптимiзацiя MSE. Так, одразу пiсля провалу вакцинацiї у

1994 роцi крива зростає i залишається приблизно на одному i тому самому

рiвнi доти, доки не вводиться тотальна вакцинацiя. До введення вакцина-

цiї крива поводить себе так само, як це описують тренди ВООЗ [16], що

показує, що вiд’ємний бiномiальний розподiл дає кращi результати, нiж

нормальний розподiл похибок.

Зауваження. Значення, отриманi оптимiзацiєю за MSE та MLE, не вiд-

повiдають фiзичнiй реальностi кору. Дiйсно, цi значення сильно вiдрiзня-

ються вiд iсторичних даних – пiдставивши їх в рiвняння (2.22), бачимо, що

отримане базове репродукцiйне число буде або завеликим, або замалим.

Отже, модель MSEIR перенавчена, що показує, що для кращого аналiзу

потрiбно мати або якiснiшi данi про коефiцiєнт реєстрацiї (див. роздiл 4.1),

або застосувати iншi моделi. В наступних роздiлах розглянемо стохастичну

модель TSIR i зробимо порiвняльний аналiз наведених моделей.



Роздiл 3

Стохастична модель TSIR

3.1. Опис оригiнальної моделi

На вiдмiну вiд детермiнованих моделей, таких як MSEIR, можна розгля-

дати стохастичнi моделi. Так, у 2000 роцi [11] була створена модель TSIR

(Time-Susceptible-Infected-Recovered). Її основна iдея полягає в тому, щоб

працювати безпосередньо з даними, а не просто їх симулювати.

З кроком 𝑡 = 14 дiб (це число обирається саме тому, що 14 дiб — трива-

лiсть iнфiкованостi на кiр, i вiдповiдно, всi особи, хто за попереднi 14 дiб

захворiли, в наступнi 14 дiб одужають) маємо наступнi рiвняння:

𝑆𝑡+1 = 𝑆𝑡 +𝐵𝑡 − 𝐼𝑡+1 (3.1)

Фiзичний змiст: кiлькiсть вразливих змiнюється на рiзницю народжених та

iнфiкованих.

𝐸[𝐼𝑡+1] = 𝛽𝑡 · 𝐼𝛼𝑡 · 𝑆𝑡 (3.2)

Фiзичний змiст: очiкувана кiлькiсть нових хворих залежить вiд сезонної

бети 𝛽𝑡, кiлькостi вразливих 𝑆𝑡 та кiлькостi хворих 𝐼𝑡. Тут 𝛼 ≈ 0.97 —

параметр, що вводиться для врахування неоднорiдностi контактiв у попу-

ляцiї та ефекту локального вичерпання сприйнятливих осiб (local depletion

of susceptibles).

В оригiнальнiй роботi ([11]) береться логарифм вiд рiвняння 3.2 i за

допомогою лiнiйної регресiї оптимiзується параметр 𝛽.

30
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3.2. Модифiкацiя моделi

У нашому випадку, оригiнальну модель TSIR потрiбно налаштувати пiд

данi, отриманi ранiше. В оригiнальнiй моделi все населення вважається

однорiдним, а в нашiй моделi iснують 4 рiзнi вiковi групи, що взаємодiють

одна з одною згiдно з матрицею контактiв.

До того ж, автори [11] рахували 𝑆𝑡 у виглядi суми ряду, обираючи за-

мiсть 𝑆0 певним чином середнє 𝑆. В нашому випадку з чотирма вiковими

групами, потрiбно врахувати старiння i вакцинацiю, а також втрату мате-

ринського iмунiтету. Таким чином, формула 3.2 перетворюється на таку:

𝑆𝑖,𝑡+1 = 𝑆𝑖,𝑡 − 𝐼𝑖,𝑡+1 − 𝑉𝑖,𝑡 − AgeOut𝑖,𝑡 + AgeIn𝑖,𝑡 + WaningM𝑖,𝑡, (3.3)

де 𝑉𝑖,𝑡 — кiлькiсть вакцинованих, AgeOut𝑖,𝑡 — кiлькiсть людей, що внаслiдок

старiння перейшли в наступну вiкову групу, AgeIn𝑖,𝑡 — кiлькiсть людей, що

внаслiдок старiння перейшли в вiкову групу 𝑖, WaningM𝑖,𝑡 — кiлькiсть дiтей,

що втратили материнський iмунiтет (для 𝑖 > 0 WaningM𝑖,𝑡 = 0).

Проблема обчислення швидкостi iнфiкування за формулою 𝜆𝑆, як у де-

термiнованих моделях (див. роздiл 2.1), полягає в тому, що TSIR вико-

ристовує дискретнi кроки довжиною 14 дiб, i вiдповiдно, може трапитись

так, що лiнiйно апроксимована кiлькiсть iнфiкованих може перевищити

кiлькiсть вразливих, що фiзично не є можливим. Модифiкацiєю процесу

обчислення швидкостi iнфiкування є формула Рiда-Фроста: ймовiрнiсть

зараження на кожному кроцi оцiнюється як 1 − 𝑒−𝜆. Таким чином, ма-

тематичне сподiвання кiлькостi нових iнфiкованих у кожнiй вiковiй групi

визначається нелiнiйним рiвнянням:

𝐸[𝐼𝑖,𝑡+1] = 𝑆𝑖,𝑡 (1− exp(−𝜆𝑖,𝑡)) (3.4)
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Таке формулювання гарантує, що кiлькiсть нових iнфiкованих асимпто-

тично наближається до загальної кiлькостi вразливих 𝑆𝑖,𝑡, але нiколи не

перевищує її. Це забезпечує фiзичну та бiологiчну коректнiсть симуляцiї.

Окрiм цього, замiсть лiнiйної регресiї застосуємо оптимiзацiю методом

максимальної правдоподiбностi. В порiвняннi з методом найменших ква-

дратiв, MLE працює швидше i зберiгає форму кривої, що ми i хочемо по-

бачити.

Окрiм цього, оскiльки найбiльшу частку iнфiкованих на кiр становлять

дiти, має сенс розглянути сезоннiсть — в залежностi вiд того, чи перебува-

ють дiти на канiкулах, чи нi, змiнюється кiлькiсть контактiв. Щоб запобiгти

перенавчанню моделi для 26 рiзних значень параметрiв 𝛽 (з кроком 14 дiб

за рiк), було параметризовано два стани системи:

𝛽𝑡 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙, якщо крок 𝑡 припадає на навчальний семестр

𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 · (1− 𝑐), якщо крок 𝑡 припадає на канiкули
(3.5)

Тут параметр 𝑐 ∈ (0, 1) показує, на скiльки зменшується кiлькiсть конта-

ктiв на канiкулах. Для спрощення моделi вважається, що сама матриця

контактiв не змiнюється.

Для кращого аналiзу потрiбно врахувати, в який час в Японiї вiдбува-

ються шкiльнi канiкули [18]: кiнець липня-кiнець серпня (3 кроки: 15-17),

кiнець грудня-початок сiчня (2 кроки: перший та останнiй), кiнець березня-

початок квiтня (1 крок: 6).

Сила iнфекцiї в кожнiй вiковiй групi 𝑖 розраховується з урахуванням

контактiв зi всiма групами:

𝜆𝑖,𝑡 = 𝑑𝑖𝑛𝑓 · 𝛽𝑡
4∑︁

𝑗=1

𝐶𝑎𝑑𝑗
𝑖,𝑗 (𝑡)

(︂
𝐼𝛼𝑗,𝑡
𝑁𝑗,𝑡

)︂
(3.6)
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Тут 𝑑𝑖𝑛𝑓 = 7 днiв — тривалiсть перiоду заразливостi в межах 14-денного

кроку, а параметр 𝛼 ≈ 0.97 береться аналогiчно до формули 3.2. Застосову-

ючи формулювання Рiда-Фроста, математичне сподiвання кiлькостi нових

випадкiв iнфiкування 𝜇𝑖,𝑡 визначається як:

𝜇𝑖,𝑡 = 𝑆𝑖,𝑡 (1− exp(−𝜆𝑖,𝑡)) + Imp𝑖,𝑡 (3.7)

Тут Imp𝑖,𝑡 — кiлькiсть iмпортованих випадкiв (кожнi 2 тижнi будемо ’iм-

портувати’ трохи iнфiкованих, щоб вiрус не згасав повнiстю i оптимiзатор

не показав пряму лiнiю 𝐼 = 0).

Реальна кiлькiсть нових iнфiкованих 𝐼𝑛𝑒𝑤𝑖,𝑡+1 моделюється як випадкова

величина з вiд’ємного бiномiального розподiлу:

𝐼𝑛𝑒𝑤𝑖,𝑡+1 ∼ NegBinomial(𝜇𝑖,𝑡, 𝑘) (3.8)

При цьому виконується наступна умова:

𝐼𝑛𝑒𝑤𝑖,𝑡+1 ≤ 𝑆𝑖,𝑡 (3.9)

Маємо чотири комiрки (𝑀 — материнський iмунiтет, 𝑆 — вразливi, 𝐼

— iнфiкованi, 𝑅 — тi, хто одужав), чисельнiсть населення яких описується

рекурентними вiдношеннями. Нехай 𝜔 — частка немовлят, що втрачають

материнський iмунiтет за один крок 𝑑𝑡, 𝑣𝑡 — поточний коефiцiєнт охоплення

вакцинацiєю, 𝐵𝑡 — кiлькiсть народжених, а 𝛿𝑖,1 — дельта Кронекера (ли-

ше перша комiрка поповнюється новонародженими). Нехай Φ𝑋 позначає

старiння для комiрки 𝑋, тобто рiзницю мiж кiлькiстю осiб, що постарiли

i прийшли з молодшої вiкової групи, та тими, що перейшли до старшої
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вiкової групи. Тодi фiнальна система рiвнянь має вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑖,𝑡+1 = 𝑀𝑖,𝑡 − 𝜔𝑀𝑖,𝑡 +𝐵𝑡𝛿𝑖,1 + Φ𝑀

𝑆𝑖,𝑡+1 = 𝑆𝑖,𝑡 + 𝜔𝑀𝑖,𝑡(1− 𝑣𝑡)− 𝐼𝑛𝑒𝑤𝑖,𝑡+1 + Φ𝑆

𝐼𝑖,𝑡+1 = 𝐼𝑛𝑒𝑤𝑖,𝑡+1 + Φ𝐼

𝑅𝑖,𝑡+1 = 𝑅𝑖,𝑡 + 𝐼𝑖,𝑡 + 𝜔𝑀𝑖,𝑡𝑣𝑡 + Φ𝑅

(3.10)

3.3. Застосування моделi

3.3.1. Початкова iнiцiалiзацiя

Спочатку вважаємо, що 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.4, 𝑐 = 0.3, 𝑘 = 2 (тобто, на ка-

нiкулах iнтенсивнiсть передачi вiруса зменшується на 30%). 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.4

береться як округлене значення параметра, отримане в рiвняннi 2.24. Ма-

трицю контактiв i всi ранiше використанi данi обрано таким самим чином,

як в роздiлi 2.3.1.

Програмну реалiзацiю виконано в середовищi Python. Результат роботи

програми при початкових значеннях 𝛽, 𝑐, 𝑘 наведено на рис. 3.1. Час роботи

програми становить 0.15 секунд, що показує, що TSIR працює набагато

швидше, нiж MSEIR.

3.3.2. Оптимiзацiя методом максимальної правдоподiбностi

Метод максимальної правдоподiбностi, описаний в роздiлi 2.3.3, не згла-

джує криву i краще вiдображає її форму, навiть якщо розв’язок не є опти-

мальним з точки зору середньоквадратичної похибки.

Як зазначено в [23], оптимiзацiйнi алгоритми, що покладаються на об-

числення градiєнта (зокрема, L-BFGS-B, розглянутий у роздiлi 2.3.3), є

непридатними для оптимiзацiї цiльових функцiй, де похiднi математично

недоступнi. У випадку моделi TSIR, оскiльки кiлькiсть iнфiкованих на ко-
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Рис. 3.1: Модель TSIR при початкових значеннях 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.4, 𝑐 = 0.3, 𝑘 =
2.

жному кроцi є цiлим числом, цiльова функцiя (NLL) набуває форми не-

диференцiйованої ступiнчастої функцiї вiдносно неперервних параметрiв.

Через це оптимiзатор перестає працювати на етапi чисельного наближення

градiєнта за допомогою скiнченних рiзниць:

∇𝑓(𝑥𝑘) ≈
𝑓(𝑥𝑘 + 𝜖)− 𝑓(𝑥𝑘)

𝜖
, (3.11)

де 𝜖 — крок скiнченної рiзницi (зазвичай порядку 10−8, що вiдповiдає коре-

ню з машинного нуля). При невеликому зсувi параметра на величину 𝜖, дис-

кретний результат симуляцiї (кiлькiсть iнфiкованих) залишається незмiн-

ним. Вiдповiдно, значення цiльової функцiї також не змiнюється (𝑓(𝑥𝑘 +

𝜖) = 𝑓(𝑥𝑘)), i чисельний градiєнт дорiвнює нулю: ∇𝑓(𝑥𝑘) = 0. Оскiль-

ки напрямок пошуку в квазiньютонiвських методах (таких як BFGS) об-

числюється як 𝑝𝑘 = −𝐵−1
𝑘 ∇𝑓(𝑥𝑘), де 𝐵𝑘 — наближення матрицi Гессе,

отримання нульового градiєнта призводить до вiдсутностi напрямку опти-

мiзацiї (𝑝𝑘 = 0). Через це крок алгоритму 𝑠𝑘 = 𝛼𝑘𝑝𝑘 = 0, i точка на-

ступної iтерацiї залишається в початковiй позицiї: 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘. Оптимiза-
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тор хибно iдентифiкує нульовий градiєнт як досягнення локального мi-

нiмуму i достроково завершує роботу, видаючи початковi параметри як

оптимальнi. З огляду на це, для параметризацiї таких стохастичних мо-

делей необхiдно використовувати прямi методи оптимiзацiї, якi не потре-

бують обчислення градiєнта. Одним iз найбiльш надiйних пiдходiв для цi-

єї задачi є метод повного перебору простору параметрiв — пошук по сi-

тцi (grid search). Обираємо декiлька значень-кандидатiв, що вiдповiдають

𝑅0 ≈ 15: 𝛽 ∈ {0.38, 0.4; 0.43; 0.45; 0.48}, 𝑐 ∈ {0.2; 0.3; 0.4; 0.5; 0.6; 0.7}, 𝑘 ∈

{1; 2; 3; 4; 5; 7; 10; 15; 20; 30; 50; 100; 1000; 2000; 10000}. Перебираючи кожну

комбiнацiю (𝛽, 𝑐, 𝑘), знаходимо ту, для якої 𝑁𝐿𝐿 буде найменшою.

Результат роботи програми в середовищi Python показано на рис. 3.2.

Оскiльки метод пошуку по сiтцi перебирає всi значення-кандидати по черзi,

вiн є вiдносно повiльним. Час виконання програми становить 216.38 секунд.

Рис. 3.2: Модель TSIR, оптимiзована за допомогою метода максимальної
правдоподiбностi (𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.43, 𝑐 = 0.2, 𝑘 = 1).



Роздiл 4

Порiвняльний та сценарний аналiз

4.1. Проблема звiтування (Underreporting)

У випадку Японiї, як i для багатьох iнших країн свiту, великим фа-

ктором, що ускладнює аналiз та оцiнку роботи моделi є звiтування. Так,

вважається [9], що на початку XXI столiття кiлькiсть реальних випадкiв

перевищувала кiлькiсть вiдзвiтованих випадкiв у 5-10 разiв, а пiсля запро-

вадження активного спостереження у 2006 роцi майже всi випадки кору

були вiдомi.

Пiд час локальної епiдемiї у 2002 роцi кiлькiсть вiдзвiтованих випадкiв

становила близько 34000, тодi як вважається, що реальна кiлькiсть випад-

кiв оцiнюється у 100-300 тисяч [10].

Означення 4.1. Коефiцiєнтом реєстрацiї називається частка зареє-

строваних випадкiв i реальних випадкiв:

𝑅 =
𝑁𝑟𝑒𝑝𝑜𝑟𝑡𝑒𝑑

𝑁𝑟𝑒𝑎𝑙
, (4.1)

де 𝑁𝑟𝑒𝑝𝑜𝑟𝑡𝑒𝑑 — кiлькiсть зареєстрованих випадкiв, 𝑁𝑟𝑒𝑎𝑙 —— реальна кiль-

кiсть випадкiв.

Обранi моделi мали сталий коефiцiєнт реєстрацiї 10%. Це було зроблено

для того, щоб подивитися на форму кривої та навести гiпотезу про вплив

динамiчного коефiцiєнта реєстрацiї на її форму.

Через те, що неможливо встановити реальну кiлькiсть випадкiв, описанi

37
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в роздiлах 2 та 3 моделi не можна перевiрити на правильнiсть, використо-

вуючи лише зареєстрованi випадки. Для подальшого порiвняння моделей

пропонується розглянути сценарнi аналiзи, такi як вiдсутнiсть вакцинацiї.

Також пропонується подивитися на те, як моделi передбачать кiлькiсть ви-

падкiв кору в Японiї в майбутньому, якщо в країну потраплять декiлька

iнфiкованих туристiв, i зробити висновок про стiйкiсть колективного iму-

нiтету країни.

4.2. Сценарiй А: Вiдсутнiсть вакцинацiї

4.2.1. Узгодження параметрiв

В роздiлах 2 та 3 було зроблено оптимiзацiю параметрiв. Оскiльки опти-

мiзацiя моделi MSEIR показала фiзично нереальнi результати, для подаль-

шого розрахунку приймаємо результати оптимiзацiї моделi TSIR (див. роз-

дiл 3.3.2). Оскiльки модель TSIR враховує сезоннiсть i має два рiзних па-

раметри 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.43 та 𝛽ℎ𝑜𝑙𝑖𝑑𝑎𝑦 = 0.8 · 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.344, для отримання

одного параметра для моделi MSEIR пропонується взяти зважене середнє.

Усереднення було виконано шляхом розрахунку середньозваженого значе-

ння за рiчний епiдемiчний цикл (26 крокiв моделi, з яких 20 припадають

на навчання, а 6 — на канiкули):

𝛽 =
20 · 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 + 6 · 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙(1− 𝑐)

26
≈ 0.41 (4.2)

Це значення 𝛽 = 0.41 буде обрано для моделювання сценарного аналiзу

моделi MSEIR. Воно демонструє узгодженiсть з теоретичним значенням

𝛽 = 0.398, отриманим в рiвняннi 2.24.
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4.2.2. Моделювання моделей MSEIR та TSIR

В роздiлах 2 та 3 при програмнiй реалiзацiї було враховано частку ва-

кцинованих. Якщо замiнити її на нуль та запустити програми для моделей

MSEIR (𝛽 = 0.41) та TSIR (𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.43, 𝑐 = 0.2, 𝑘 = 1), маємо результати,

показанi на рис. 4.1 та рис. 4.2.

Рис. 4.1: Модель MSEIR за вiдсутностi вакцинацiї (𝛽 = 0.41).

Як бачимо, детермiнована модель не здатна вiдтворити циклiчну приро-

ду кору [16], що доводить необхiднiсть переходу до стохастичних моделей.

Натомiсть, графiк стохастичної моделi нагадує коливання навколо спада-

ючої осi. Усi подальшi сценарнi аналiзи буде реалiзовано на базi модифiко-

ваної моделi TSIR.

Оскiльки метою цього дослiдження є оцiнити реальну кiлькiсть випад-

кiв кору у випадку вiдсутностi вакцинацiї, для максимальної схожостi з

реальнiстю для моделi TSIR було обрано вiд’ємний бiномiальний розподiл.

Для моделi TSIR також було пiдраховано, скiльки випадкiв кору в Япо-

нiї могло б бути, якщо вакцину не винайшли б. Сумарна кiлькiсть випадкiв

кору становить 66173247, що становить бiльше нiж половину поточного на-
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Рис. 4.2: Модель TSIR за вiдсутностi вакцинацiї (𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.43, 𝑐 = 0.2, 𝑘 =
1).

селення Японiї. Навiть якщо вважати, що смертнiсть вiд кору становить

1%, вакцинацiя допомогла зберегти життя сотень тисяч осiб.

4.2.3. Виведення формули ендемiчного центру рiвноваги мо-

делi TSIR

Аналогiчно до [12], виведемо формулу для ендемiчного центру рiвноваги

моделi TSIR.

У класичнiй моделi TSIR для закритої популяцiї (без смертностi та емi-

грацiї) базове рiвняння динамiки вразливих осiб має вигляд:

𝑆𝑡+1 = 𝑆𝑡 +𝐵𝑡 − 𝐼𝑡+1 (4.3)

У станi ендемiчної рiвноваги змiннi системи перестають змiнюватися з ча-

сом, тобто досягають своїх стацiонарних значень:

𝑆𝑡+1 = 𝑆𝑡 = 𝑆* (4.4)

𝐼𝑡+1 = 𝐵𝑡 = 𝐼* (4.5)
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За таких умов рiвняння спрощується до наступного:

𝐼* = 𝐵 (4.6)

Це означає, що в станi рiвноваги для закритої популяцiї кiлькiсть iнфiкова-

них дорiвнює рiвню народжуваностi. Проте, в модифiкованiй моделi TSIR

населення є вiдкритою системою, i вразливi особи постiйно ’витiкають’ з

епiдемiчного процесу (переходять у старшi вiковi групи або помирають до

моменту iнфiкування). Позначимо цей сумарний демографiчний витiк на

кроцi 𝑡 як функцiю вiд кiлькостi вразливих 𝜇𝑙𝑒𝑎𝑘𝑆𝑡. Тодi модифiковане ре-

курентне рiвняння набуває вигляду:

𝑆𝑡+1 = 𝑆𝑡 +𝐵 − 𝐼𝑡+1 − 𝜇𝑙𝑒𝑎𝑘𝑆𝑡 (4.7)

Для знаходження справжнього динамiчного центру епiдемiї застосуємо

умову стацiонарностi (𝑡 → ∞):

𝑆* = 𝑆* +𝐵 − 𝐼* − 𝜇𝑙𝑒𝑎𝑘𝑆
* (4.8)

Вiднiмаючи 𝑆* з обох частин рiвняння, отримуємо:

0 = 𝐵 − 𝐼* − 𝜇𝑙𝑒𝑎𝑘𝑆
* (4.9)

Переносячи 𝐼* у лiву частину, отримуємо фiнальний вираз для справжньої

ендемiчної рiвноваги (𝜇 = 𝜇𝑙𝑒𝑎𝑘):

𝐼* = 𝐵 − 𝜇𝑆* (4.10)

Зауваження. Формула 4.10 не залежить вiд розподiлу кiлькостi iнфiкова-

них.

Розв’язок рiвняння 4.10 показано чорною пунктирною лiнiєю на рис. 4.2.
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4.2.4. Моделювання моделi TSIR без врахування демографi-

чних змiн

Використаємо певнi спрощення: вiзьмемо населення Японiї 100 мiльйо-

нiв осiб, без урахування вiкових груп, матрицi контактiв та демографiчних

змiн (беремо сталу народжуванiсть 0.01).

Оскiльки оптимiзоване значення 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.43, то пiдставляючи це зна-

чення в формулу для базового репродукцiйного числа (2.22), отримаємо:

𝑅0 ≈ 0.43 · 7 · 5.38 ≈ 16.2 (4.11)

Оскiльки розподiлу на вiковi групи немає, матриця контактiв перетворює-

ться на матрицю 1×1 з єдиним елементом (1): в цiй матрицi не може стояти

нiяке iнше число, оскiльки це суперечить фiзичному змiсту матрицi конта-

ктiв (якщо замiсть 1 взяти будь-яке iнше число, сума кiлькостi контактiв

всiх осiб не буде дорiвнювати сама собi, чого не може бути). Тодi, обираючи

𝑅0 = 16.2, значення 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 для цього i наступного прикладу становить:

𝛽*
𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 =

16.2

7
≈ 2.31 (4.12)

Це число буде обрано як значення 𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙. Значення 𝑐 = 0.2 залишиться без

змiн.

На рис. 4.2 видно, що кiлькiсть iнфiкованих коливається навколо епiде-

мiчної точки рiвноваги, але не видно, як саме вона наближається до чорної

прямої. Метою цього i наступного дослiдження було продемонстувати, як

саме поводить себе графiк моделi TSIR за iдеальних умов. Натомiсть, при

вiд’ємному бiномiальному розподiлi за вiдносно невеликих значень 𝑘 дис-

персiя являє собою дуже велике число, оскiльки 𝑉 𝑎𝑟 = 𝜇 +
𝜇2

𝑘
, 𝑘 ≪ 𝜇

(𝜇 — це математичне сподiвання кiлькостi iнфiкованих, тому це число ви-
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мiрюється тисячами). На рис. 4.3 показано, що застосування негативного

бiномiального розподiлу з високою дисперсiєю у моделi TSIR демонструє

явище стохастичного вимирання. Це пояснюється тим, що як тiльки сто-

хастичний генератор видає значення 𝐼 = 0, сила iнфекцiї 𝜆 стає нульовою.

Оскiльки модель описує закриту популяцiю без iмпорту випадкiв ззовнi,

подальше iнфiкування стає неможливим, i вiрус зникає, незважаючи на

постiйне народження нових вразливих дiтей. Натомiсть, якщо обрати до-

статньо велике значення 𝑘, вiд’ємний бiномiальний розподiл майже не буде

вiдрiзнятися вiд розподiлу Пуассона.

Рис. 4.3: Модель TSIR за вiдсутностi вакцинацiї, без врахування демогра-
фiчних змiн та вiкових груп (𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 2.31, 𝑐 = 0.2, 𝑘 = 1, вiд’ємний
бiномiальний розподiл, 3 незалежнi сценарiї). 𝐼* ≈ 35972 — ендемiчна то-
чка рiвноваги.

Оскiльки мета цього i наступного дослiдження — продемонструвати ба-

зову механiку моделi TSIR за умови гiпотетичного сценарiю вiдсутностi

вакцинацiї та демографiчних змiн i перевiрити, що кiлькiсть iнфiкованих

дiйсно наближається до ендемiчної точки рiвноваги, було прийнято рiшен-

ня обрати розподiл Пуассона замiсть вiд’ємного бiномiального. Дисперсiя

при такому розподiлi є сталою, i як видно з рис. 4.4, кiлькiсть iнфiкованих

коливається, але з часом наближається до епiдемiчної точки рiвноваги, i

сила iнфекцiї нiколи не падає до нуля.

На рис. 4.4 показано, як з часом змiнюється кiлькiсть iнфiкованих. Ана-
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логiчно до роздiлу 4.2.3, ендемiчна точка рiвноваги має рiвняння 𝐼* = 𝐵−

𝜇𝑆*.

Рис. 4.4: Модель TSIR за вiдсутностi вакцинацiї, без врахування демогра-
фiчних змiн та вiкових груп (𝛽𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 = 0.43, 𝑐 = 0.2, розподiл Пуассона).

4.2.5. Моделювання моделi TSIR без врахування демографi-

чних змiн та сезонностi

Якщо до моделi, описаної в роздiлi 4.2.4, додати припущення про вiдсу-

тнiсть сезонностi, то замiсть 𝛽*
𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 та 𝛽

*
𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙·(1−𝑐) треба буде взяти зважене

середнє за рiк. Воно обчислюється за наступною формулою (оскiльки 20

крокiв моделi TSIR щорiчно припадають на навчальний перiод i 6 — на

канiкули):

𝛽* =
20 · 𝛽*

𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙 + 6 · 𝛽*
𝑠𝑐ℎ𝑜𝑜𝑙(1− 𝑐)

26
≈ 2.2 (4.13)

Це значення було обрано для подальшого розрахунку.

Оскiльки в роздiлi 4.2.4 з’ясувалося, що для теоретичного дослiдження

розподiл Пуассона дає кращi результати, для цього дослiдження також

було обрано цей розподiл.

Залежнiсть кiлькостi iнфiкованих вiд часу показана на рис. 4.5. При

цьому ендемiчна точка рiвноваги задовiльняє рiвняння 𝐼* = 𝐵 − 𝜇𝑆*. За-
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Рис. 4.5: Модель TSIR за вiдсутностi вакцинацiї, без врахування демогра-
фiчних змiн, вiкових груп та сезонностi (𝛽* = 2.2, розподiл Пуассона).

уваження. В [20] та [12] було доведено, що за вiдсутнiстю сезонностi та

стабiльною демографiєю розв’язок системи має наступний вигляд:

𝐼(𝑡) ≈ 𝐼* + 𝑒−𝑎𝑡 (𝐶1 cos(𝜔𝑡) + 𝐶2 sin(𝜔𝑡)) (4.14)

Це — рiвняння затухаючих коливань навколо ендемiчного центру 𝐼*. Рис.

4.5 iлюструє цi коливання i їхнiй центр.

4.3. Сценарiй Б: Прогнозування майбутнього

Вiзьмемо ранiше отриманi оптимiзованi значення параметрiв 𝛽, 𝑐 та 𝑘,

отриманi в роздiлi 3.3.2 для моделi TSIR, i подивимось, як будуть вигля-

дати графiки кiлькостi iнфiкваних у випадку iмпорту в Японiю 100 iнфi-

кованих i наявностi в країнi ще 100 iнфiкованих. При цьому вважаємо, що

порiг вакцинацiї становить 95%. На рис. 4.6 показано прогноз моделi TSIR

на 2025-2034 роки. Оскiльки метою цього дослiдження є перевiрка реаль-

них ризикiв потенцiйної епiдемiї кору в Японiї, використовувався вiд’ємний

бiномiальний розподiл. Було вiзуалiзовано 30 рiзних незалежних один вiд

одного сценарiїв, а також видiлено найгiрший та медiанний сценарiї. Ха-
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рактерною ознакою прогнозу є той факт, що для будь-якого сценарiю за

один-два роки всi iнфiкованi перехворiють i кiр зникне. Це означає, що

колективний iмунiтет Японiї наразi стабiльний i невелика кiлькiсть iнфi-

кованих не зможе спричинити епiдемiю.

Рис. 4.6: Прогноз моделi TSIR кору в Японiї за появи 200 iнфiкованих
(вiд’ємний бiномiальний розподiл).

4.4. Метапопуляцiйна модель

Всi моделi, описанi ранiше, розглядали населення кожної комiрки як

однорiдне. Iншими словами, будь-яка особа, що живе в Токiо, мала такий

самий шанс контактувати з особою, що живе в Токiо, як i з особою, що живе

в провiнцiї. Метапопуляцiйна модель — це модель, яка розглядає країну не

як одне цiле, а як зв’язний граф, вершинами якого є населенi пункти (для

простоти можна обрати мiста). Iдея розглядати метапопуляцiйнi моделi для

моделювання епiдемiй була описана в [14].

Далi буде наведено програмну реалiзацiю такої метапопуляцiйної моде-

лi, для простоти обмеженої двома мiстами (мегаполiсом з населенням 1
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мiльйон осiб i провiнцiю з населенням 10 тисяч осiб). Оскiльки мета цьо-

го дослiдження — показати необхiднiсть використання метапопуляцiйних

моделей, для спрощення будемо брати розподiл Пуассона кiлькостi iнфi-

кованих. Припустимо, що населення мегаполiса має рiвень колективного

iмунiтету 95%, а провiнцiя — лише 70% (наприклад, населення провiнцiї не

довiряє вакцинi). Ця частка охоплює як вакцинованих осiб, так i осiб, що

перехворiли i мають пожиттєвий iмунiтет. Для моделювання буде викори-

стано модель TSIR. Кожнi 14 дiб (тобто, на кожному кроцi моделi TSIR)

будемо iмпортувати 5 iнфiкованих в мегаполiс i подивимось, чи вистачить

цього для того, щоб створити локальну епiдемiю.

Для того, щоб побачити, як працює транспортний ефект, модель було

спрощено i сезоннiсть та вiкову структуру не було враховано. Стохасти-

чнiсть процесу моделювалася за допомогою розподiлу Пуассона, оскiльки

використання вiд’ємного бiномiального розподiлу потрiбно було для опису

дисперсiї реальних iсторичних даних, що є надлишковим для теоретичного

сценарiю.

Важливим параметром метапопуляцiйної моделi є так званий параметр

просторового зв’язку 𝜌: вiн показує, яку частку контактiв жителя мегаполi-

са становлять контакти з жителями провiнцiї. Якщо брати населення всiєї

системи (мегаполiс 𝐴 + провiнцiя 𝐵) як єдине цiле, параметр 𝜌 дорiвнював

б 0.01 (оскiльки чисельнiсть населення провiнцiї становить 1% вiд чисель-

ностi населення мiста). Для подальшого аналiзу оберемо 𝜌 = 0.005 (тобто,

житель мегаполiса вдвiчi частiше контактує з жителями мегаполiса (якщо

брати кiлькiсть контактiв на душу населення), нiж з жителями провiнцiї).

За умови симетричного зв’язку, сила iнфекцiї 𝜆𝐴,𝑡 для мiста 𝐴 визна-

чається як лiнiйна комбiнацiя внутрiшнього та зовнiшнього iнфекцiйного
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впливу:

𝜆𝐴,𝑡 = 𝛽𝑡

(︂
(1− 𝜌)

𝐼𝐴,𝑡

𝑁𝐴,𝑡
+ 𝜌

𝐼𝐵,𝑡

𝑁𝐵,𝑡

)︂
(4.15)

Результати симуляцiї, наведеної на рис. 4.7, наочно демонструють, що за

Рис. 4.7: Метапопуляцiйна модель розповсюдження кору на прикладi двох
мiст (𝑅0 = 15).

наявностi навiть мiнiмального транспортного зв’язку, спалах у регiонi з

низьким рiвнем вакцинацiї неминуче передається в захищений регiон, що

спричиняє вториннi епiдемiчнi хвилi. При цьому, бачимо, що спалах вiру-

су передається майже одразу, тобто, через 2 тижнi пiсля того, як вiрус

спалахнув в провiнцiї, вiн спалахує у мiстi, i швидко слабшає.

Оскiльки порiг колективного iмунiтету провiнцiї становить 70%, то на

початку симуляцiї провiнцiя мала 3000 вразливих, серед яких в пiковий

момент одночасно захворiли бiльше, нiж 1200 осiб (тобто, > 40% всiх зара-

зливих). Через 2 тижнi пiсля цього епiдемiя передається в мiсто, в якому на

пiку одночасно хворiють близько 800 осiб. Якщо для мiста 800 хворих — це

невелика частка вразливих (оскiльки 5% населення мiста є вразливими, це

становить 50000 осiб), i скорiш за все, в лiкарнях мiста вистачить мiсць для

всiх iнфiкованих. Натомiсть, якщо в маленькому мiстi з населенням 10000
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осiб одночасно хворiють 1200, мiсткостi мiсцевих лiкарень не вистачить.

З iншого боку, потрiбно зазначити, що вiрус спалахує не одразу пiсля

запуску симуляцiї, йому потрiбен деякий час (в симуляцiї це приблизно 1

рiк), щоб вийти на максимум. Це означає, що монiторинг населених пунктiв

з низьким порогом колективного iмунiтету дозволить запобiгти розповсю-

дженню хвороби i перенавантаженню лiкарень. На рис. 4.8 показано, як

Рис. 4.8: Метапопуляцiйна модель розповсюдження кору на прикладi двох
мiст (𝑅0 = 15) за умови завчасного запровадження примусової вакцинацiї.

змiнюється кiлькiсть iнфiкованих з часом за умови, що уряд завчасно (че-

рез 6 мiсяцiв, або 12 крокiв TSIR) побачив низький порiг колективного iму-

нiтету в провiнцiї i запровадив масову вакцинацiю, тим самим пiдвищивши

порiг колективного iмунiтету до 90%. Бачимо, що хоч вiрус i спалахне при-

близно через рiк пiсля початку симуляцiї, кiлькiсть iнфiкованих в провiнцiї

буде на рiвнi 65 на пiку, а для мiста — на рiвнi 80. В таблицi 4.1 показано,

скiльки випадкiв кору виникає в мегаполiсi i провiнцiї короткостроково (за

2 роки) i за 15 рокiв, i на скiльки вiдсоткiв кiлькiсть випадкiв зменшується

у випадку запровадження вакцинацiї. Це показує, що завчасне запровадже-

ння вакцинацiї може запобiгти захворюванню не лише жителiв провiнцiї,
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а й жителiв мегаполiса.

Табл. 4.1: Статистика без та пiсля впровадження вакцинацiї в провiнцiї

Перiод Локацiя Без вакцинацiї Пiсля вакцинацiї Зниження (%)
Мегаполiс 4661 1732 62.8%

За 2 роки Провiнцiя 2994 563 81.2%
Разом 7655 2295 70.0%
Мегаполiс 10662 8211 23.0%

За 15 рокiв Провiнцiя 3008 612 79.7%
Разом 13670 8823 35.5%

Це доводить, що розгляд кору як виключно локальної проблеми окре-

мих мiст є математично некоректним, i довгостроковi стратегiї елiмiнацiї

повиннi оцiнюватися на рiвнi нацiональних метапопуляцiйних мереж.



Висновки

В процесi виконання квалiфiкацiйної роботи було обґрунтовано не-

долiки базової моделi SIR. Окрiм цього, було ускладнено детермiновану

модель шляхом врахування материнського iмунiтету, латентного перiоду,

демографiчних, соцiологiчних та епiдемiологiчних даних. Було виявлено,

що оптимiзацiя методом найменших квадратiв не є влучним iнструментом

для моделювання епiдемiй, оскiльки оптимiзатор згладжує криву. Також

було отримано iнструмент, що дозволяє краще проаналiзувати динамiку

розповсюдження епiдемiй — метод максимальної правдоподiбностi.

Було розiбрано основнi розподiли кiлькостi нових iнфiкованих на ко-

жному кроцi моделi та проаналiзовано, якi з них влучно використовувати

в рiзних випадках в залежностi вiд мети дослiдження. Було розiбрано, що

при дискретному розподiлi квазiньютонiвський алгоритм BFGS не спрацює

через ступiнчасту структуру цiльової функцiї.

Було виявлено недолiки детермiнованих моделей шляхом моделюван-

ня сценарiю вiдсутностi вакцинацiї. Оскiльки форма кривої, отриманої в

результатi запуску моделi MSEIR, не вiдповiдає формi кривої, описаної

ВООЗ, було прийнято рiшення використовувати для подальшого аналiзу

стохастичну модель TSIR, яка показала правдоподiбну форму кривої у ви-

падку вiдсутностi вакцинацiї.

Було наочно продемонстровано, що за умов вiдсутностi вакцинацiї, ста-

бiльної демографiї та вiдсутностi розподiлу за вiковими групами розв’язок

моделi TSIR являє собою комплексну експоненцiальну функцiю. Також бу-

ло спрогнозовано поведiнку кору за умови iмпорту декiлькох iнфiкованих

i продемонстровано, що вiрус згасає менше, нiж за рiк.
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Окрiм цього, було розглянуто метапопуляцiйну модель на прикладi двох

мiст i продемонстровано, що низький рiвень вакцинацiї одного мiста має

безпосереднi наслiдки для обох мiст, i навiть за умов iмпорту небагатьох

iнфiкованих в мiсто з кращим порогом колективного iмунiтету приблизно

через рiк вiдбудеться короткостроковий спалах вiрусу в обох мiстах послi-

довно, що спричинить перенавантаження лiкарень. Окрiм цього, було наве-

дено приклад, що за умов завчасного запровадження примусової вакцина-

цiї в мiстi з нижчим рiвнем колективного iмунiтету кiлькiсть iнфiкованих

в обох мiстах короткостроково зменшиться в декiлька разiв. Вiдповiдно,

монiторинг рiвня вакцинацiї мiст допоможе запобiгти локальним спалахам

вiрусу.

Таким чином, для подальшого аналiзу кору пропонується ускладни-

ти наявну модель TSIR, використавши метапопуляцiйну модель у виглядi

зв’язного графу мiж найбiльшими мiстами Японiї. Незважаючи на те, що

оцiнити якiсть моделi на iсторичних даних важко через невiдомий коефiцi-

єнт реєстрацiї, розiбранi в роботi моделi являють собою мiцний фундамент

для розглядання i прогнозування нових епiдемiй для довiльної країни.
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