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Анотацiя

Дана робота присвячена дослiдженню нелiнiйної задачi швидкодiї для одного

класу двовимiрних керованих систем, який є узагальненням системи, що описує

площину Грушина. Мета роботи – отримати розв’язок цiєї задачi швидкодiї,

якщо початкова точка дорiвнює нулю, а кiнцева – фiксована.

У роботi були отриманi необхiднi умови оптимальностi на основi принципу

максимуму Понтрягiна. Зокрема, було показано, що оптимальнi керування є

неперервно-диференцiйовними. Показано, що з мiркувань симетрiї достатньо

обмежитися першим квадрантом площини без втрати загальностi.

Оптимальнi траєкторiї можуть мати точки повороту, якi утворюють певну

криву. У роботi отримано рiвняння цiєї кривої та вiдповiдний момент часу

повороту в явному виглядi з застосуванням бета-функцiї. Показано, що задача

Кошi для визначення оптимальних траєкторiй мiстить числовий параметр, i

наведений метод знаходження цього параметра за заданою кiнцевою точкою.

Таким чином, в роботi вперше отриманий повний розв’язок задачi швидкодiї

для розглянутого класу систем.

Теоретичнi результати пiдкрiпленi чисельним моделюванням та програмною

реалiзацiєю в середовищi Python.

Ключовi слова: нелiнiйна керована система, узагальнена площина Грушина,

задача швидкодiї, принцип максимуму Понтрягiна, бета-функцiя.

Abstract

Daria Duda. Solution of the time-optimal control problem for a certain class

of nonlinear control systems.

The thesis is devoted to the study of a nonlinear time-optimal control problem

for a class of two-dimensional control systems that generalizes the system describing

the Grushin plane. The aim of the work is to obtain a solution to this time-optimal

control problem when the initial point is zero and the terminal point is fixed.
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In this work, the necessary optimality conditions were obtained using Pontryagin’s

Maximum Principle. In particular, it was shown that the optimal controls are conti-

nuously differentiable. It is also shown that, due to symmetry considerations, it is

sufficient to restrict the analysis to the first quadrant of the plane without loss of

generality.

The optimal trajectories may possess turning points that form a certain curve. In

this work, an explicit equation of this curve and the corresponding turning time were

obtained using the beta function. It is shown that the Cauchy problem for determining

the optimal trajectories contains a numerical parameter, and a method for finding this

parameter for a given terminal point is presented. Thus, this work provides the first

complete solution to the time-optimal control problem for the considered class of

systems.

The theoretical results are supported by numerical modeling and a software

implementation in Python.

Keywords: nonlinear control system, generalized Grushin plane, time-optimal

control problem, Pontryagin’s maximum principle, beta function.
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Вступ

В роботi розглядається розв’язання задачi швидкодiї для класу двовимiрних

нелiнiйних систем вигляду  ẋ1 = u1,

ẋ2 = xk1u2,
(0.1)

де k ∈ N – параметр. Такi системи є частковим випадком нелiнiйних керованих

систем, у яких керування входить лiнiйно:

ẋ =
m∑
i=1

Xi(x)ui, x ∈ Rn.

Тут Xi(x) – вектор-функцiї, якi можуть бути нелiнiйними вiдносно x. Системи

такого вигляду природно виникають у багатьох прикладних задачах керування.

Найпростiший нетривiальний приклад таких систем – це двовимiрна система з

двома керуваннями  ẋ1 = u1,

ẋ2 = x1u2.
(0.2)

Зауважимо, що її можна отримати з системи (0.1) при k = 1. Тут X1(x) = ( 10 ),

X2(x) = ( 0
x1
). Якщо розглядати траєкторiї, що починаються в точках з x1 = 0,

то в початковий момент часу ẋ = ( u1
0 ), тобто незалежно вiд значення керування

можливо рухатись лише у горизонтальному напрямку. Проте система повнiстю

керована, тобто з кожної точки можна потрапити в будь-яку iншу за допомогою

вiдповiдного керування.

Розглянемо для системи (0.2) таку задачу оптимального керування: для за-

даних початкової i кiнцевої точок площини знайти керування, яке переводить

початкову точку в кiнцеву за час T = 1 i мiнiмiзує функцiонал

ℓ(u) =

∫ 1

0

√
u21(t) + u22(t) dt.

Якщо iнтерпретувати цей функцiонал як довжину траєкторiї, що з’єднує поча-

ткову i кiнцеву точку, то довжину оптимальної (найкоротшої) траєкторiї можна

вважати вiдстанню мiж початковою i кiнцевою точками. Отже, отримуємо так
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звану субрiманову метрику [1, 2]; площина з такою метрикою називається пло-

щиною Грушина. Зауважимо, що замiсть вказаної задачi оптимального керу-

вання можна розглянути задачу оптимальної швидкодiї: знайти керування, яке

задовольняє обмеження

u21(t) + u22(t) ≤ 1, t ∈ [0, θ],

i переводить початкову точку в кiнцеву за мiнiмально можливий час θ. Зв’язок

мiж вказаними задачами оптимального керування дослiджений в роботi [3].

Виявляється, що в цiй задачi оптимальнi керування можна знайти в явному

виглядi [4].

Система (0.2), що описує площину Грушина, допускає рiзнi узагальнення.

Зокрема, можна розглянути так звану α-площину Грушина ẋ1 = u1,

ẋ2 = |x1|αu2,

де α – числовий параметр, необов’язково цiлий. Цiкаво також дослiдити ба-

гатовимiрне узагальнення α-площини Грушина. Такi узагальнення iнтенсивно

вивчаються останнiми роками з точки зору диференцiальної геометрiї [5, 6, 7].

У данiй роботi ми розглядаємо узагальнення системи (0.2) вигляду (0.1) при

довiльномунатуральному k.Мета роботи – розглянути задачушвидкодiї для цiєї

системи. Ми обмежуємось траєкторiями, якi починаються в нулi. На вiдмiну вiд

випадку системи (0.2), оптимальне керування для (0.1) не можна виразити через

елементарнi функцiї. Але ми показуємо, що оптимальнi керування i оптимальнi

траєкторiї можна знайти з використанням спецiальної функцiї, а саме, бета-

функцiї. Основний результат роботи – алгоритм розв’язання задачi швидкодiї

– сформульований в роздiлi 2.4.

Результати роботи доповiдалися на XX Мiжнароднiй науково-практичнiй

конференцiї студентiв та молодих вчених (5-6 травня 2026 р., Харкiв) [8].
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1 Задача швидкодiї для узагальненої площини Грушина

В роботi ми дослiджуємо задачу швидкодiї ẋ1 = u1,

ẋ2 = xk1u2,
(1.1)

x(0) = 0, x(θ) = x0, u21(t) + u22(t) ≤ 1, t ∈ [0; θ], θ → min, (1.2)

де k ∈ N – фiксоване число. Ми вважаємо, що x0 ̸= 0. Зауважимо, що права ча-

стина системи лiнiйно залежить вiд керування. З теоремиФiлiпова [9] випливає,

що оптимальне за швидкодiєю керування в цiй задачi iснує.

Для знаходження оптимального керування та оптимальних траєкторiй буде-

мо застосовувати принцип максимуму Понтрягiна [10].

1.1 Застосування принципу максимуму Понтрягiна

НагадаємоформулюванняпринципумаксимумуПонтрягiна для задачiшвид-

кодiї [10].

Теорема (Принцип максимуму Понтрягiна для задачi швидкодiї). Розгляне-

мо задачу швидкодiї

ẋ = f(x, u),

x(0) = 0, x(θ) = x0, u ∈ Ω, θ → min .
(1.3)

Нехай u(t) – оптимальне керування, θ – оптимальний час, а x(t) – оптимальна

траєкторiя. Визначимо функцiю

H(ψ, x, u) = ⟨ψ, f(x, u)⟩. (1.4)

Тодi iснує ненульовий розв’язок ψ(t) системи диференцiальних рiвнянь

ψ̇ = −∂H(ψ, x, u)

∂x
|x=x(t), u=u(t), (1.5)

який задовольняє умову максимуму

H(ψ(t), x(t), u(t)) = max
u∈Ω

H(ψ(t), x(t), u) (1.6)
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для майже всiх t ∈ [0, θ]. Бiльш того,

max
u∈Ω

H(ψ(t), x(t), u) = const ≥ 0 (1.7)

для всiх t ∈ [0, θ].

Нагадаємо, що функцiя (1.4) називається функцiєю Гамiльтона-Понтрягiна,

змiнна ψ – спряженою змiнною, а система (1.5) – спряженою системою.

Повернемось до задачi (1.1), (1.2) i побудуємофункцiюГамiльтона-Понтрягiна:

H = ψ1u1 + ψ2x
k
1u2. (1.8)

Побудуємо спряжену систему. Оскiльки: − ∂H
∂x1

= −kψ2x
k−1
1 u2,

− ∂H
∂x2

= 0,

то отримуємо  ψ̇1 = −kψ2x
k−1
1 (t)u2(t),

ψ̇2 = 0.
(1.9)

З цього випливає, що ψ2 = const.

За умовою максимуму (1.6) нам потрiбно знайти максимум функцiї H як

функцiї u1, u2 на множинi u21 + u22 ≤ 1, тобто розв’язати таку задачу

max
u2
1+u2

2≤1
(ψ1(t)u1 + ψ2x

k
1(t)u2), (1.10)

де x1(t) – перша компонента оптимальної траєкторiї, а (ψ1(t), ψ2) – ненульовий

розв’язок спряженої системи (1.9). Тут t – довiльне фiксоване число з вiдрiзка

[0, θ].

Перш нiж переходити до розв’язання задачi (1.10), необхiдно переконатися,

що функцiя Гамiльтона-Понтрягiна вздовж оптимальної траєкторiї не дорiвнює

нулю тотожно.

Лема 1.1. Вектор-функцiя (ψ1(t), ψ2x
k
1(t)) не дорiвнює нулю для будь-якого

t ∈ [0, θ].
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Доведення. Припустимо супротивне: нехай iснує такий момент часу t, що

ψ1(t) = 0 та ψ2x
k
1(t) = 0. Тодi ψ2 ̸= 0. Згiдно з принципом максимуму Понтря-

гiна, значення функцiї Гамiльтона-Понтрягiна вздовж оптимальної траєкторiї є

сталою величиною H(ψ(t), x(t), u(t)) = const. У точцi t маємо:

H(ψ(t), x(t), u(t)) = ψ1(t)u1(t) + ψ2x
k
1(t)u2(t) = 0 · u1(t) + 0 · u2(t) = 0.

Отже, H(ψ(t), x(t), u(t)) ≡ 0 для всiх t ∈ [0, θ].

Однак, якщо ми припустимо, що в якийсь момент t стан системи x1(t) ̸= 0,

ми можемо вибрати допустиме керування ũ1(t) = 0, ũ2(t) = sign(ψ2x
k
1(t)). Тодi

значення функцiї Гамiльтона-Понтрягiна для цього керування буде:

H(ψ(t), x(t), ũ(t)) = 0 + ψ2x
k
1(t) · sign(ψ2x

k
1(t)) = |ψ2x

k
1(t)| > 0.

Це суперечить умовi максимуму, оскiльки тодi має бути H(ψ(t), x(t), u(t)) =

max
u∈Ω

H(ψ(t), x(t), u) ≥ H(ψ(t), x(t), ũ(t)) > 0. Отже, наше припущення хибне,

i (ψ1(t), ψ2x
k
1(t)) ̸= (0, 0).

Зауваження. З доведеної леми випливає, що

H(ψ(t), x(t), u(t)) = const > 0.

Це означає, що задача швидкодiї не є виродженою.

1.2 Розв’язання оптимiзацiйної задачi

Повернемось до задачi (1.10). Замiсть задачi (1.10) будемо розв’язувати за-

дачу з обмеженням-рiвнiстю:

max
u2
1+u2

2=1
(ψ1(t)u1 + ψ2x

k
1(t)u2). (1.11)

З леми 1.1 випливає, що задачi (1.10) i (1.11) еквiвалентнi, тому що ненульова

лiнiйна функцiя досягає своїх мiнiмального та максимального значень на межi

кола.

Застосуємо метод множникiв Лагранжа. Нагадаємо теорему:

9



Теорема (Метод множникiв Лагранжа). Нехай x̂ ∈ Rn – точка мiнiмуму

функцiї f(x) за умови g(x) = 0. Нехай градiєнтфункцiї g в точцi x̂ не дорiвнює

0, тобто g′(x̂) ̸= 0. Визначимо функцiю Лагранжа

L(λ, x) = f(x) + λg(x).

Тодi iснує число λ̂ (множник Лагранжа), для якого

∂L(λ̂, x̂)

∂xi
= 0, i = 1, . . . , n.

ПобудуємофункцiюЛагранжа для нашого випадку. Нагадаємо,що t ∈ [0, θ] –

довiльне фiксоване число. Маємо:

L = ψ1(t)u1 + ψ2x
k
1(t)u2 + λ(t)(u21 + u22 − 1).

Прирiвняємо до нуля частиннi L похiднi по u1 i u2. Отримуємо систему рiвнянь

вiдносно трьох невiдомих u1, u2, λ:

∂L

∂u1
= ψ1(t) + 2λ(t)u1 = 0,

∂L

∂u2
= ψ2x

k
1(t) + 2λ(t)u2 = 0,

u21 + u22 = 1.

(1.12)

Випишемо u1 та u2 з рiвнянь:
u1 =

−ψ1(t)

2λ(t)
,

u2 =
−ψ2x

k
1(t)

2λ(t)
.

Отже, за принципом максимуму Понтрягiна оптимальнi керування u1(t),

u2(t) (при майже всiх t) задовольняють рiвностi
u1(t) =

−ψ1(t)

2λ(t)
,

u2(t) =
−ψ2x

k
1(t)

2λ(t)
.

(1.13)

Лема 1.2. Функцiя λ(t) є константою.
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Доведення. У систему (1.12) пiдставимо u1 = u1(t), u2 = u2(t), отримуємо
ψ1(t) + 2λ(t)u1(t) = 0,

ψ2x
k
1(t) + 2λ(t)u2(t) = 0.

(1.14)

Тепер помножимо перше рiвняння на u2(t) та друге на u1(t), iз цього отримаємо

систему: 
ψ1(t)u2(t) + 2λ(t)u1(t)u2(t) = 0,

ψ2x
k
1(t)u1(t) + 2λ(t)u1(t)u2(t) = 0.

(1.15)

Вiднiмемо у системi (1.15) друге рiвняння з першого, отримаємо:

ψ1(t)u2(t) = ψ2x
k
1(t)u1(t). (1.16)

У системi (1.13) помножимо рiвняння на 2λ(t): ψ1(t) = −2λ(t)u1(t),

ψ2x
k
1(t) = −2λ(t)u2(t).

(1.17)

Тепер кожне iз рiвнянь пiднесемо до квадрату та додамо їх:

ψ2
1(t) + ψ2

2x
2k
1 (t) = 4λ2(t)(u21(t) + u22(t)).

Пам’ятаємо, що

u21(t) + u22(t) = 1. (1.18)

Тодi отримуємо

ψ2
1(t) + ψ2

2x
2k
1 (t) = 4λ2(t). (1.19)

Покажемо, що ψ2
1(t) + ψ2

2x
2k
1 (t) = const. Для цього знайдемо похiдну по t:

d

dt
(ψ2

1(t) + ψ2
2x

2k
1 (t)) = 2ψ1(t)ψ̇1(t) + ψ2

2 · 2kx2k−1
1 (t)ẋ1(t) =

= −2ψ1(t) · kxk−1
1 (t)ψ2u2(t) + ψ2

2 · 2kx2k−1
1 (t)u1(t) =

= 2kψ2x
k−1
1 (t)(−ψ1(t)u2(t) + ψ2x

k
1(t)u1(t)) = 0,

(1.20)

що випливає з (1.16). Отже, похiдна функцiї ψ2
1(t) +ψ2

2x
2k
1 (t) за часом дорiвнює

нулю, що означає, щофункцiя є константою. Отже, з (1.19) випливає, що λ2(t) =

const.
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Тепер покажемо, що λ(t) = const. Розглянемо задачуmax f(v1, v2) при обме-

женнi типу нерiвностi:

g(v1, v2) = v21 + v22 − 1 ≤ 0. (1.21)

Згiдно з необхiдними умовами оптимальностi, градiєнт функцiї Лагранжа

L = f + λg у точцi екстремуму має дорiвнювати нулю:

∇L = ∇f + λ∇g = 0 =⇒ ∇f = −λ∇g. (1.22)

Розглянемо орiєнтацiю векторiв градiєнтiв у точцi максимуму, що знаходи-

ться на межi допустимої областi (g = 0).

Вектор∇g: оскiльки функцiя обмеження задана як g = v21+v
2
2−1, її градiєнт

∇g = (2v1, 2v2)
T є вектором зовнiшньої нормалi до границi областi. Вiн вказує

у бiк збiльшення значення g, тобто назовнi вiд одиничного кола.

Вектор ∇f : у точцi максимуму на межi вектор градiєнта цiльової функцiї

∇f має бути спрямований назовнi допустимої областi. Це означає, що будь-яке

подальше зростання функцiї f можливе лише за умови порушення обмеження

g ≤ 0.

З огляду на те, що вектори ∇f та ∇g є спiвнаправленими, рiвнiсть (1.22)

виконується тодi i тiльки тодi, коли скалярний коефiцiєнт −λ є невiд’ємним:

λ ≤ 0. (1.23)

Отже, λ2(t) = const i λ ≤ 0, з того випливає, що λ(t) = const.

Альтернативне доведення. З системи (1.13) випливає, що:ψ1(t) = −2λ(t)u1(t),

ψ2x
k
1(t) = −2λ(t)u2(t).

(1.24)

Помножимо перше рiвняння на u1(t), друге на u2(t), додамо їх i врахуємо,

що u21(t) + u22(t) = 1:

ψ1(t)u1(t) + ψ2x
k
1(t)u2(t) = −2λ(t)(u21(t) + u22(t)) = −2λ(t).
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Тепер зауважимо, що в лiвiй частинi цiєї рiвностi стоїть функцiя Гамiльтона-

Понтрягiна H(ψ(t), x(t), u(t)), яка задовiльняє умови (1.6), (1.7).

Отже, −2λ(t) = const > 0, звiдки λ(t) = const < 0.

1.3 Властивостi оптимальних керувань i оптимальних траєкторiй

Таким чином, з системи (1.13) отримуємо, що оптимальнi керування u1(t) та

u2(t) – неперервно-диференцiйовнi функцiї вiд t. Диференцiюючи їх, отримує-

мо: 
u̇1(t) =

kxk−1
1 (t)ψ2u2(t)

2λ
,

u̇2(t) =
−ψ2kx

k−1
1 (t)u1(t)

2λ
.

(1.25)

Позначимо

c = −ψ2

2λ
,

тодi (1.25) разом з першим рiвнянням системи (1.1) можемо записати як систему

трьох диференцiальних рiвнянь
u̇1 = −ckxk−1

1 u2,

u̇2 = ckxk−1
1 u1,

ẋ1 = u1.

(1.26)

Диференцiальне рiвняння для x2 має вигляд ẋ2 = xk1u2, тому ми можемо не

розглядати x2 в системi.

Приклад. Розглянемо найпростiший випадок k = 1. А саме, в системi (1.1)

пiдставимо k = 1, тодi отримаємо таку спряжену систему: ψ̇1 = −ψ2u2(t),

ψ̇2 = 0.
(1.27)

В цьому випадку права частина не мiстить x1. Бiльш того, i диференцiальнi

рiвняння для u1 i u2 не включають x1: u̇1 = −cu2,

u̇2 = cu1.
(1.28)
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Отже, ü1 = −c2u1. З цього випливає, що u1(t) = c1 sin(ct)− c2 cos(ct),

u2(t) = c1 cos(ct)− c2 sin(ct)
⇔

 u1(t) = cos(ct+ µ),

u2(t) = sin(ct+ µ).
(1.29)

Якщо позначити ξ(t) = ct+ µ, то отримаємо u1(t) = cos(ξ(t)),

u2(t) = sin(ξ(t)).
(1.30)

У загальному випадку, коли k ≥ 2, теж можна розглянути функцiю ξ(t),

для якої виконуються рiвностi (1.30), але тепер ця функцiя нелiнiйна. Так як

керування u1(t) та u2(t) неперервно-диференцiйовнi, то функцiя ξ(t) також

неперервно-диференцiйовна.

Продиференцiюємо перше рiвняння (1.30):

u̇1(t) = − sin(ξ(t))ξ̇(t).

Оскiльки з (1.26) випливає, що

u̇1(t) = −ckxk−1
1 (t)u2(t) = −ckxk−1

1 (t) sin(ξ(t)),

то маємо

− sin(ξ(t))ξ̇(t) = −ckxk−1
1 (t) sin(ξ(t)).

Отже, якщо sin(ξ(t)) ̸= 0 (тобто u2(t) ̸= 0), то

ξ̇(t) = ckxk−1
1 (t).

Зауважимо, що з (1.13) випливає, що u2(0) = 0, отже, u21(0) = 1. Тодi u1(0) = ±1,

u2(0) = 0.
(1.31)

Оскiльки рух по оптимальних траєкторiях здiйснюється вправо у першому

та четвертому квадрантах (якому вiдповiдає початковий кут ξ(0) = 0), та влiво
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у другому та третьому квадрантах (якому вiдповiдає ξ(0) = π), то оптимальнi

траєкторiї задаються розв’язками задачi Кошi:
ẋ1 = cos(ξ),

ẋ2 = xk1 sin(ξ),

ξ̇ = ckxk−1
1 ,

x1(0) = x2(0) = 0, ξ(0) = 0 або π. (1.32)

Зауважимо, що множина оптимальних за швидкодiєю траєкторiй системи

(1.32), що починаються в 0, має властивостi симетрiї.

Симетрiя вiдносно осi x2.

Оскiльки змiна знака у системi залежить вiд степеня k, розглянемо два ви-

падки: коли параметр k є парним та непарним числом.

Нехай x1(t), x2(t) — розв’язок системи (1.1) з оптимальним керуванням

u1(t), u2(t), причому

x1(0) = x2(0) = 0,

x1(θ) = x01 ≥ 0, x2(θ) = x02 ≥ 0,

тобто точка x0 лежить у I квадрантi.

Нехай k парне. Розглянемофункцiї x̃1(t) = −x1(t), x̃2(t) = x2(t) i оптимальне

керування ũ1(t) = −u1(t), ũ2(t) = u2(t). Маємо:
˙̃x1(t) = −ẋ1(t) = −u1(t) = ũ1(t),

˙̃x2(t) = ẋ2(t) = xk1(t)u2(t) = (−x1(t))ku2(t) = x̃k1(t)ũ2(t)

тобто x̃1(t), x̃2(t)–розв’язок системи (1.1) з оптимальнимкеруванням ũ1(t), ũ2(t),

причому
x̃1(0) = x̃2(0) = 0,

x̃1(θ) = −x01 ≤ 0, x̃2(θ) = x02 ≥ 0,

тобто точка x̃0 лежить у II квадрантi.

Тепер нехай k непарне. Розглянемо функцiї x̃1(t) = −x1(t), x̃2(t) = x2(t) i

оптимальне керування ũ1(t) = −u1(t), ũ2(t) = −u2(t). Маємо:
˙̃x1(t) = −ẋ1(t) = −u1(t) = ũ1(t),

˙̃x2(t) = ẋ2(t) = xk1(t)u2(t) = (−x1(t))k(−u2(t)) = x̃k1(t)ũ2(t),
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тобто x̃1(t), x̃2(t)–розв’язок системи (1.1) з оптимальнимкеруванням ũ1(t), ũ2(t),

причому
x̃1(0) = x̃2(0) = 0,

x̃1(θ) = −x01 ≤ 0, x̃2(θ) = x02 ≥ 0,

тобто точка x̃0 лежить у II квадрантi.

Отже, кожнiй траєкторiї, що починається в 0 i закiнчується в точцi II ква-

дранту, вiдповiдає траєкторiя, симетрична вiдносно вертикальної осi, яка по-

чинається в 0 i закiнчується в точцi I квадранту, i навпаки. Керування, що

вiдповiдають цим траєкторiям, задовольняють обмеження, а час руху— рiвний.

Тож якщо одна з них оптимальна, то i iнша оптимальна. Це означає, що при

дослiдженнi можна обмежитися одним з цих випадкiв, а розв’язок у другому

випадку отримати з першого як симетричне вiддзеркалення.

Симетрiя вiдносно осi x1.

Вiдображення системи вiдносно горизонтальної осi описується як x̃1 = x1,

x̃2 = −x2 i вiдображає I квадрант у IV квадрант.

Симетрiя вiдносно початку координат.

Центральна симетрiя вiдображає I квадрант у III квадрант за правилом

x̃1 = −x1 та x̃2 = −x2.

В кожному з цих випадкiв можна навести аналогiчнi мiркування: розгля-

нути випадки парних i непарних k i отримати вiдповiднi замiни оптимальних

керувань.

Отже, будь-яка оптимальна траєкторiя в довiльному квадрантi з точнiстю до

знакiв координат та керувань збiгається з вiдповiдною траєкторiєю з першого

квадранта. Це дозволяє без втрати загальностi зафiксувати u1(0) = 1, c > 0 та

проводити подальшi розрахунки лише для областi x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Лема 1.3. Траєкторiя, яка перетинає вiсь координат, не є оптимальною за

швидкодiєю.

Доведення. Розглянемо двi траєкторiї, якi починаються в нулi i закiнчу-

ються в точцi x0 у другому квадрантi (iншi випадки розташування точки x0
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Рис. 1: Двi кривi, якi перетинаються в однiй точцi

розглядаються аналогiчно). Нехай одна з них (позначимо її T1) проходить через

перший квадрант i потiм виходить за його межi, перетинаючи вертикальну вiсь

x2, i потрапляє в другий квадрант. А друга (позначимо її T2) проходить лише по

другому квадранту. Нехай обидвi траєкторiї задовольняють систему (1.32).

На рис. 1 зображенi двi такi траєкторiї.

Доведемо, що траєкторiя T1 не може бути оптимальною.

Нехай траєкторiя T1 веде до точки x0, перетинаючи вiсь (x1 = 0) у точцi A.

Оскiльки виконуються властивостi симетрiї, ми можемо потрапити в точку A,

рухаючись по симетричнiй кривiй T̃1, що далi веде до симетричної точки x̃0

(див. рис. 1). Внаслiдок симетрiї траєкторiй, час руху вiд початку координат до

точки перетину A, а також час руху вiд точки A до вiдповiдних кiнцевих точок

є рiвним. Отже, загальний час руху по обох траєкторiях збiгається.

Тепер розглянемо такий рух до точки x̃0: спочатку по траєкторiї T1 до точки

A, а потiм – по траєкторiї T̃1 до точки x̃0. Оскiльки пiсля потрапляння в точкуA

ми продовжуємо рух по симетричнiй траєкторiї T̃1, керування u1 в точцi A

змiнює знак з u1 = −1 на u1 = 1. Але у попередньому пiдроздiлi доведено,

що оптимальнi керування неперервно-диференцiйовнi. Тобто вказана кускова

траєкторiя не є оптимальною, а отже, i траєкторiя T1 теж не є оптимальною.

Таким чином, траєкторiї, що перетинають вiсь координат, не є оптимальними
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за швидкодiєю, що й потрiбно було довести.

Рис. 2: Кiлька оптимальних траєкторiй, k = 2

Розглянемо сiмейство траєкторiй,що проходять лише по першому квадранту,

при додатних значеннях c (див. рис. 2). У наступному роздiлi ми покажемо, що

через кожну точку першого квадранта проходить рiвно одна така оптимальна

крива. Отже, тепер задача полягає в тому, щоб за заданими значеннями x01 i x02
знайти вiдповiдне c i час руху θ.
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2 Знаходження оптимальних траєкторiй

Якщо кiнцева точка лежить на горизонтальнiй осi, тобто x02 = 0, то очевидно,

щооптимальне керування дорiвнюєu1(t) = 1,u2(t) = 0, що вiдповiдає значенню

c = 0. Далi будемо розглядати лише точки, для яких x02 > 0.

Помiтимо, що по кожнiй траєкторiї (див. рис. 2) точка рухається вправо, а

потiм влiво. Розглянемо «точки повороту» i знайдемо рiвняння кривої, на якiй

вони лежать. Далi будемо позначати її γ. Ця крива показана на рис. 2.

2.1 Знаходження кривої повороту γ

Розглянемо перше i третє диференцiальнi рiвняння системи (1.32). З них

отримуємо:
dξ

dx1
=
ckxk−1

1

cos(ξ)
. (2.1)

Це рiвняння з вiдокремлювальними змiнними. Отже, вiдокремимо змiннi i отри-

маємо

cos(ξ)dξ = ckxk−1
1 dx1,

звiдки, iнтегруючи i враховуючи, що ξ(0) = x1(0) = 0, отримуємо

sin(ξ) = cxk1. (2.2)

Зокрема, ця рiвнiсть означає, що u2(t) = cxk1(t).

Тепер розглянемо перше i друге диференцiальнi рiвняння системи (1.32). З

них отримуємо:
dx2
dx1

=
xk1 sin(ξ)

cos(ξ)
. (2.3)

Оскiльки до моменту повороту система рухалася вправо, то

u1(t) = cos(ξ(t)) > 0.

Отже, враховуючи рiвнiсть (2.2), маємо

cos(ξ) =
√

1− c2x2k1 .
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Таким чином, з (2.3) отримуємо

dx2
dx1

=
cx2k1√

1− c2x2k1
. (2.4)

Це теж рiвняння з вiдокремлювальними змiнними. Вiдокремимо змiннi i отри-

маємо

dx2 =
cx2k1√

1− c2x2k1
dx1,

звiдки маємо

x2 =

∫
cx2k1√

1− c2x2k1
dx1. (2.5)

Замiнимо змiннi пiд iнтегралом. Позначимо τ = c2x2k1 , тодi

x1 =
τ

1
2k

c
1
k

.

Отже,

dτ = c2 · 2kx2k−1
1 dx1 = c2 · 2kτ

2k−1
2k

c
2k−1

k

dx1 = 2kc
1
k τ 1−

1
2kdx1.

Тодi ∫
cx2k1√

1− c2x2k1
dx1 =

1

2k c1+
1
k

∫
τ

1
2k

√
1− τ

dτ. (2.6)

Нас цiкавить момент повороту t̂, коли u1(t̂) = cos(ξ(t̂)) = 0, тобто c2x2k1 (t̂) = 1,

звiдки c = 1
xk
1
. Отже,

1

c1+
1
k

= xk+1
1 .

Крiм того, це означає, що iнтеграл потрiбно знаходити на вiдрiзку τ ∈ [0, 1].

Отже, точка x = (x1, x2) є точкою повороту, якщо

x2 =
xk+1
1

2k

∫ 1

0

τ
1
2k

√
1− τ

dτ. (2.7)

Iнтеграл у правiй частинi (2.7) можна записати як бета-функцiю. Нагадаємо

означення [11, §5.12]. Бета-функцiєю називається функцiя двох комплексних

змiнних

B(x, y) =

∫ 1

0

τx−1(1− τ)y−1dτ, Re x > 0, Re y > 0. (2.8)
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Бета-функцiю можна виразити через гамма-функцiю Ейлера за формулою:

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (2.9)

Отже, рiвняння (2.7) можна переписати як

x2 =
xk+1
1

2k
B(1 + 1

2k ,
1
2).

Приклад. Для випадку k = 1 вираз у правiй частинi можна спростити:

B(32 ,
1
2) =

Γ(32)Γ(
1
2)

Γ(2)
=

1
2

√
π ·

√
π

1
=
π

2
.

Отже, при k = 1 рiвняння (2.7) має явний вигляд x2 = 1
4πx

2
1.

Таким чином, отримуємо, що точки повороту лежать на кривiй γ, рiвняння

якої має вигляд

x2 = αxk+1
1 , де α = 1

2kB(1 + 1
2k ,

1
2). (2.10)

Тепер знайдемо час t̂ повороту, тобто час потрапляння траєкторiї на криву

γ. Для цього розглянемо перше рiвняння з системи (1.32), яке можна записати

як
dx1
dt

=
√

1− c2x2k1 .

Вiдокремимо змiннi i отримаємо

dt =
dx1√

1− c2x2k1
.

Мiркуючи аналогiчно попередньому, отримуємо формулу для моменту поворо-

ту (яка включає c):

t̂ =
B( 1

2k ,
1
2)

2k c
1
k

. (2.11)

З формули (2.9) i властивостi гамма-функцiї Γ(x+ 1) = xΓ(x) отримуємо

B(1 + x, y) =
x

x+ 1
B(x, y).

Отже,

B(1 + 1
2k ,

1
2) =

1
2k

1
2k +

1
2

B( 1
2k ,

1
2) =

1

k + 1
B( 1

2k ,
1
2).
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З урахуванням (2.10), формулу (2.11) можна переписати таким чином:

t̂ =
(k + 1)α

c
1
k

.

З мiркувань симетрiї маємо, що час, за який траєкторiя повертається на вiсь

x1 = 0 (див. рис. 2), вдвiчi бiльший за t̂.

2.2 Перший випадок: кiнцева точка x0 лежить нижче кривої γ

Якщо точка x0 лежить нижче γ, тобто виконується нерiвнiсть

x02 < α(x01)
k+1, α = 1

2kB(1 + 1
2k ,

1
2),

то рух по траєкторiї вiдбувається вправо. Це означає, що ẋ1(t) не змiнює знак

(залишається додатним), звiдки випливає

cos(ξ) =
√

1− c2x2k1 .

Отже, для знаходження c за заданою кiнцевою точкою мiркуємо аналогiчно

попередньому роздiлу i отримуємо спiввiдношення (2.5) i (2.6). Тiльки тепер

нам потрiбно iнтегрувати вiд τ = 0 до τ = c2(x01)
2k:

x02 =
1

2k c1+
1
k

∫ c2(x0
1)

2k

0

τ
1
2k

√
1− τ

dτ. (2.12)

Праву частину цiєї рiвностi можна записати за допомогою неповної бета-

функцiї. Вона є узагальненням бета-функцiї i визначається як

Bz(x, y) =

∫ z

0

τx−1(1− τ)y−1dτ, 0 ≤ z ≤ 1. (2.13)

Зауважимо, що часто замiсть неповної бета-функцiї Bz(x, y) використовує-

ться регуляризована бета-функцiя

Iz =
Bz(x, y)

B(x, y)
.

Наприклад, саме регуляризована бета-функцiя реалiзована в бiблiотецi sci-

py.special, яку ми використовуємо для обчислень у прикладах в цiй роботi.
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З використанням неповної бета-функцiї формулу (2.12) можна переписати

так:

x02 =
1

2k c1+
1
k

Bc2(x0
1)

2k(1 + 1
2k ,

1
2).

Тобто для визначення c маємо рiвняння:

c1+
1
kx02 =

1
2kBc2(x0

1)
2k(1 + 1

2k ,
1
2). (2.14)

Ми шукаємо корiнь цього рiвняння на iнтервалi c ∈ (0, 1
(x0

1)
k ]. Розглянемо фун-

кцiю

f(c) = 1
2kBc2(x0

1)
2k(1 + 1

2k ,
1
2)− c1+

1
kx02. (2.15)

На рис. 3 наведений графiк цiєї функцiї для точки x0 = (1.5, 0.7) при k = 2.

Рис. 3: Графiк функцiї, коренем якої є c

Зауважимо, що при c2(x01)2k = 1 неповна бета-функцiя переходить у повну,

тобто рiвняння (2.14) набуває вигляду
x02

(x01)
k+1

= 1
2kB(1 + 1

2k ,
1
2),

що означає, що точка x0 потрапила на криву γ.

Лема 2.1. Функцiя (2.15) має єдиний корiнь на iнтервалi (0, 1
(x0

1)
k ].

Доведення. Знаємо, що у нулi функцiя (2.15) приймає значення нуль, але

нас цiкавить саме ненульовий корiнь. Розглянемо значення c = 1
(x0

1)
k . Запишемо

значення функцiї (2.15) в цiй точцi:

f( 1
(x0

1)
k ) =

1
2kB(1 + 1

2k ,
1
2)−

1
(x0

1)
k+1x

0
2. (2.16)
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Покажемо,що це значення додатне. За умовою, x02 < α(x01)
k+1, тобто x0

2

(x0
1)

k+1 < α,

де α = 1
2kB(1 + 1

2k ,
1
2). З цього випливає, що значення (2.16) буде додатним.

Тепер знайдемо похiдну функцiї (2.15):

f ′(c) =
c

1
k

k
·

(
(x01)

2k+1 · c√
1− c2(x01)

2k
− (k + 1)x02

)
. (2.17)

Позначимо вираз у дужках через g(c):

g(c) =
(x01)

2k+1 · c√
1− c2(x01)

2k
− (k + 1)x02.

Оскiльки перший множник c1/k

k > 0 при c > 0, то знак похiдної f ′(c) визначає-

ться знаком функцiї g(c).

Дослiдимо g(c) на iнтервалi c ∈ (0, 1
(x0

1)
k ):

g(0) = −(k + 1)x02 < 0 (оскiльки x02 > 0),

g(c) → +∞ при c→ 1
(x0

1)
k (оскiльки знаменник прямує до 0).

Тобто g(c) стає додатним в околi 1
(x0

1)
k .

Тепер знайдемо похiдну g′(c):

g′(c) = (x01)
2k+1 ·

1 ·
√

1− c2(x01)
2k − c · −2c(x0

1)
2k

2
√

1−c2(x0
1)

2k(√
1− c2(x01)

2k
)2 =

= (x01)
2k+1 · 1− c2(x01)

2k + c2(x01)
2k

(1− c2(x01)
2k)

3
2

=

= (x01)
2k+1 · 1(√

1− c2(x01)
2k
)3 .

Тобто g′(c) > 0 для всiх c ∈
(
0, 1

(x0
1)

k

)
. Це означає, що функцiя g(c) є

зростаючою. Оскiльки вона зростає вiд вiд’ємного значення до додатного, iснує

єдина точка c̃, у якiй g(c̃) = 0, а отже, i f ′(c̃) = 0.

Знайдемо цю точку, розв’язавши рiвняння g(c) = 0:

(x01)
2k+1 · c√

1− c2(x01)
2k

= (k + 1)x02.
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Пiднiсши обидвi частини до квадрата та виразивши c, отримаємо єдину точку:

c̃ =
(k + 1)x02

(x01)
k
√
(x01)

2k+2 + (k + 1)2(x02)
2
. (2.18)

Переконаємося, що ця точка належить нашому iнтервалу. Очевидно, що

c̃ > 0. Запишемо вираз (2.18) так:

c̃ =
1

(x01)
k
· (k + 1)x02√

(x01)
2k+2 + ((k + 1)x02)

2
.

Оскiльки дрiб має вигляд A√
B2+A2

, де B = (x01)
k+1 > 0, цей множник є строго

меншим за 1. Звiдси випливає, що:

0 < c̃ <
1

(x01)
k
.

Отже, iснує єдиний мiнiмум c̃ функцiї f(c) на дослiджуваному iнтервалi.

Функцiя f(c) спадає на iнтервалi (0, c̃) вiд значення f(0) = 0 до вiд’ємного

мiнiмуму f(c̃) < 0, а потiм зростає на iнтервалi
(
c̃, 1

(x0
1)

k

)
. Оскiльки ранiше ми

показали, що на правому кiнцi iнтервалу функцiя набуває додатного значення

f
(

1
(x0

1)
k

)
> 0, то отримуємо, що її графiк обов’язково перетинає горизонтальну

вiсь рiвно один раз на промiжку
(
c̃, 1

(x0
1)

k

)
.

Це доводить, що шуканий ненульовий корiнь iснує i є єдиним.

Якщо значення c знайдено (як корiнь рiвняння (2.14)), то можна знайти опти-

мальний час θ руху до точки x0. Мiркуючи аналогiчно попередньому роздiлу,

отримуємо

θ =
1

2k c
1
k

Bc2(x0
1)

2k( 1
2k ,

1
2). (2.19)

2.3 Другий випадок: кiнцева точка x0 лежить вище кривої γ.

Нехай точка x0 лежить вище кривої γ, тобто виконуєтсья умова

x02 > α(x01)
k+1, α = 1

2kB(1 + 1
2k ,

1
2).

Це означає, що рух по траєкторiї вiдбувався вправо до точки повороту, а потiм

– влiво до точки x0. Нехай x1 – точка перетину цiєї кривої i осiOx2. З мiркувань
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симетрiї x12 вдвiчi бiльше ординати точки повороту на цiй кривiй, тобто

x12 =
B(1 + 1

2k ,
1
2)

k c1+
1
k

.

А тодi, теж з мiркувань симетрiї, отримуємо, що точка x̃0 = (x01, x
1
2 − x02) теж

лежить на цiй кривiй, але нижче γ. Застосовуючи результат попереднього пiд-

роздiлу, а саме, рiвняння (2.14), отримуємо рiвняння для c:

c1+
1
k

(
B(1 + 1

2k ,
1
2)

k c1+
1
k

− x02

)
= 1

2kBc2(x0
1)

2k(1 + 1
2k ,

1
2),

звiдки

c1+
1
kx02 =

1
2k

(
2B(1 + 1

2k ,
1
2)−Bc2(x0

1)
2k(1 + 1

2k ,
1
2)
)
. (2.20)

Якщо x01 = 0, тобто кiнцева точка лежить на вертикальнiй осi, то

c1+
1
kx02 =

1
kB(1 + 1

2k ,
1
2) = 2α,

звiдки

c =

(
2α

x02

) k
k+1

.

Час руху до такої точки вдвiчi бiльший за час потрапляння на криву γ, тобто

θ =
2α(k + 1)

c
1
k

.

Нехай x01 > 0. Як i в попередньому пiдроздiлi, розглянемо функцiю

f(c) = 1
2k

(
2B(1 + 1

2k ,
1
2)−Bc2(x0

1)
2k(1 + 1

2k ,
1
2)
)
− c1+

1
kx02.

Очевидно,

f(0) = 1
kB(1 + 1

2k ,
1
2) > 0,

i, оскiльки точка x0 лежить вище кривої γ, то

f( 1
(x0

1)
k ) =

1
2kB(1 + 1

2k ,
1
2)−

x02
(x01)

k+1
= α− x02

(x01)
k+1

< 0.

Крiм того, функцiя f(c), очевидно, є спадною. Отже, вона має рiвно один корiнь

на iнтервалi (0, ( 1
x0
1
)k).
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Рис. 4: Оптимальнi траєкторiї, k = 2

Для знаходження часу руху θ, знов використовуючи мiркування симетрiї,

отримуємо таку формулу:

θ = 1

2k c1+
1
k

(
2B( 1

2k ,
1
2)−Bc2(x0

1)
2k( 1

2k ,
1
2)
)
. (2.21)

На рис. 4 зображенi кiлька оптимальних кривих, якi вiдповiдають точкам, що

лежать вище i нижче кривої γ. Значення c i час руху θ знайденi за отриманими

вище формулами.

2.4 Алгоритмпобудови оптимального керування i оптимальної траєкторiї

Нарештi, наведемо алгоритм розв’язання задачi оптимальної швидкодiї (1.1),

(1.2).
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Теорема 2.1. Нехай кiнцева точка x0 належить I квадранту, причому

x01 ≥ 0, x02 > 0.

• Якщо

x02 ≤ 1
2kB(1 + 1

2k ,
1
2)(x

0
1)

k+1,

то визначимо c як (єдиний) корiнь рiвняння

c1+
1
kx02 =

1
2kBc2(x0

1)
2k(1 + 1

2k ,
1
2), 0 < c ≤ 1

(x0
1)

k ,

а θ як

θ =
1

2k c
1
k

Bc2(x0
1)

2k( 1
2k ,

1
2).

• Якщо

x02 >
1
2kB(1 + 1

2k ,
1
2)(x

0
1)

k+1,

то визначимо c як (єдиний) корiнь рiвняння

c1+
1
kx02 =

1
2k

(
2B(1 + 1

2k ,
1
2)−Bc2(x0

1)
2k(1 + 1

2k ,
1
2)
)
, 0 < c ≤ 1

(x0
1)

k ,

а θ як

θ =
1

2k c1+
1
k

(
2B( 1

2k ,
1
2)−Bc2(x0

1)
2k( 1

2k ,
1
2)
)
.

Тодi θ є оптимальним часом, оптимальна траєкторiя може бути знайде-

на як першi двi компоненти розв’язку задачi Кошi
ẋ1 = cos(ξ),

ẋ2 = xk1 sin(ξ),

ξ̇ = ckxk−1
1 ,

x1(0) = x2(0) = ξ(0) = 0,

на вiдрiзку t ∈ [0, θ], а оптимальне керування дорiвнює

u1(t) = cos(ξ(t)), u2(t) = sin(ξ(t)),

де ξ(t) – третя компонента розв’язку цiєї задачi Кошi.

Якщо x01 > 0, x02 = 0, то оптимальне керування дорiвнює u1(t) = 1,

u2(t) = 0, а оптимальний час дорiвнює θ = x01.
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Якщо кiнцева точка x0 не належить I квадранту, то для отримання розв’язку

достатньо розв’язати задачу для точки (|x01|, |x02|), а потiм вiддзеркалити отри-

ману оптимальну траєкторiю i оптимальнi керування в залежностi вiд парностi

k, як пояснено у пiдроздiлi 1.3.

Зауваження. Якщо c вже знайдено, то оптимальнi керування можна записати

як функцiї x:

u1(x) = sign(αxk+1
1 − x2)

√
1− c2x2k1 , u2(x) = cx2k1 .

Оптимальну траєкторiю як криву на площинi можна записати так:

• якщо x02 ≤ α(x01)
k+1, то

x2 =
1

2kc1+
1
k

Bc2x2k
1
(1 + 1

2k ,
1
2), 0 ≤ x1 ≤ x01,

• якщо x02 > α(x01)
k+1, то оптимальна траєкторiя – це об’єднання двох кри-

вих:

x2 =
1

2kc1+
1
k

Bc2x2k
1
(1 + 1

2k ,
1
2), 0 ≤ x1 ≤

1

c
1
k

,

x2 =
1

2kc1+
1
k

(2B(1 + 1
2k ,

1
2)−Bc2x2k

1
(1 + 1

2k ,
1
2), x01 ≤ x1 ≤

1

c
1
k

.
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Висновки

Уроботi було проведено дослiдження задачi швидкодiї для одного класу дво-

вимiрних нелiнiйних систем. Ми обмежилися випадком, коли початкова точка

– це початок координат. Для знаходження оптимального керування був засто-

сований принцип максимуму Понтрягiна. У результатi було показано, що опти-

мальнi керування є неперервно-диференцiйовними функцiями часу, i отримано

систему диференцiальних рiвнянь для знаходження оптимальних траєкторiй.

Ця система мiстить числовий параметр c, який необхiдно знайти для кожної

кiнцевої точки.

Було показано, що, оскiльки система має властивостi симетрiї, можна обме-

житись дослiдженням кiнцевих точок, якi належать I квадранту на площинi.

Встановлено, що оптимальнi траєкторiї можуть мати точки повороту, якi утво-

рюють криву γ. Рiвняння цiєї кривої та вiдповiдниймомент часу поворотуможна

виразити в явному виглядi з застосуванням бета-функцiї.

Метод знаходження параметра c вiдрiзняється для точок, якi лежать нижче i

вище кривої повороту. У роботi виписанi вiдповiднi рiвняння для знаходження

значення параметра в цих випадках, i доведено, що кожне з них має єдиний

розв’язок. Цi рiвняння мiстять неповну бета-функцiю. Отриманi такожформули

для знаходження часу швидкодiї. Якщо значення параметра c i оптимальний час

вiдомi, то оптимальнi траєкторiї можна знайти чисельно, розв’язуючи задачу

Кошi для тривимiрної системи диференцiальних рiвнянь.

Отриманi рiвняння для визначення параметра c були проiлюстрованi за до-

помогою чисельного моделювання в середовищi Python. Побудованi сiмейства

оптимальних кривих пiдтверджують коректнiсть отриманого розв’язку.
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Код 1 для побудови рис. 1, продовження
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Код 2 для побудови рис. 2

35



Код 3 для побудови рис. 3
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Код 4 для побудови рис. 4
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Код 4 для побудови рис. 4, продовження
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