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ВСТУП 
 

Програма навчальної дисципліни «Математичне моделювання континуальнихсистем» 
складена відповідно до освітньо-професійної та освітньо-наукової програм підготовки  
______________магістр___________________________________ 
(назва рівня вищої освіти) 
 
спеціальності (напряму) ____113 - Прикладна математика__________________ 
спеціалізації _________________________________________________________ 

 
1. Опис навчальної дисципліни 

1.1. Метою викладання навчальної дисципліни  є  ознайомлення студентів з основами 
сучасної механіки суцільних середовищ та математичними методами континуальної 
механіки. 
 
1.2. Основні завдання вивчення дисципліни: 

 Опанування студентами основних понять, методів та підходів механіки суцільних 
середовищ та підготовка до сприйняття наступних курсів з напряму «прикладна 
математика». 
 Навчання студентів вмінню використовувати знання з алгебри, математичного 
аналізу і теорії диференціальних рівнянь, зокрема рівнянь у частинних похідних, для 
аналізу та розв’язання задач з практичним змістом. 

 
1.3. Кількість кредитів  – 6 
 
1.4. Загальна кількість годин  – 180 

 
1.5. Характеристика навчальної дисципліни 

обов’язкова 

Денна форма навчання Заочна (дистанційна) форма навчання 
Рік підготовки 

1-й 
йй –й6-й 

 
Семестр 

1-й  
Лекції 

                           32 год.  
Практичні, семінарські заняття 

                          32 год. . 
Лабораторні заняття 

  
Самостійна робота 

116 год. . 
в тому числі: індивідуальні завдання 

              4 год. 
 
 
1.6.Заплановані результати навчання: 
 
Згідно з вимогами освітньо-професійної програми студенти повинні: 
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знати : 
– основні постулати і закони механіки суцільних середовищ; 
– основні методи кінематики суцільних середовищ; 
– основні методи теорії деформацій; 
– основні методи опису напруженого стану в суцільному середовищі; 
– основи класифікації суцільних середовищ; 
– класичні моделі суцільних середовищ (рівняння Ейлера ідеальної рідини, рівняння 
Нав’є-Стокса в’язкої рідини, рівняння газової динаміки, рівняння теорії пружності). 
 

вміти :  
– використовувати основні закони та методи механіки суцільних середовищ при 
формулюванні задач прикладної математики та динаміки суцільного середовища; 
– використовувати основні закони сучасної механіки суцільних середовищ при 
розв’язанні задач прикладної математики, математичному моделюванні соціальних 
процесів. 

 
2. Тематичний план навчальної дисципліни. 

 
Тема 1. ТЕНЗОРНА АЛГЕБРА. 
Інваріантність фізичних законів відносно вибору системи координат і системи одиниць 
вимірювання. Властивості однорідності і ізотропності простору.  
Ортогональні перетворення декартових координат. Поліадний добуток векторів базису. 
Визначення тензорів рангу N. Перетворення компонент векторів і тензорів. Тензорна 
алгебра (додавання тензорів; зовнішнє і внутрішнє множення; згортання). Приклади. 
Властивості симетрії тензорів. Симетрування  і альтернування. Зворотня тензорна ознака. 
Псевдотензори. Одиничний псевдотензор. Приклади (векторний добуток; бівектор: кутова 
швидкість твердого тіла). Алгебра псевдотензорів. 
Головні осі і головні значення симетричного тензора 2-го рангу. Тензорна поверхня. 
Інваріанти тензора 2-го рангу. Тензорні функції. Теорема Гамільтона-Келі. Кульова 
частина і девіатор тензора. 

 
Тема 2. КІНЕМАТИКА І ДЕФОРМАЦІЯ КОНТИНУУМУ. 
Математична модель континууму. Відлікова та актуальна конфігурації. Основні задачі 
МСС. 
Способи Лагранжа і Ейлера опису руху суцільного середовища. Швидкість і прискорення 
частинки суцільного середовища. Лінії току і траєкторії частинок. Поверхні струму, 
трубки струму. 
Диференціальні характеристики поля швидкостей. Основні типи векторних полів. 
Скалярний і векторний потенціали. 
Метод Ейлера опису деформації. Тензор скінчених деформацій Альмансі. Лагранжевий 
опис деформацій. Тензор деформацій Гріна. 
Тензор нескінченно малих деформацій. Фізичний зміст компонент тензорів деформацій та 
їх інваріантів. 
Умови сумісності нескінченно малих деформацій. Тензори  швидкостей деформацій. 
Теорема Коші-Гельмгольця. 
Кінематичний зміст компонент тензора швидкостей деформацій. Властивості афінних 
перетворень. Швидкість відносної зміни об'єму малої частинки. Нестисливе середовище. 
 
Тема 3.  ДИНАМІКА  СУЦІЛЬНОГО СЕРЕДОВИЩА. 
Контактна та об’ємна взаємодії при русі тіла. Поля в рухомому середовищі. Повна похідна 
за часом, локальна і конвективна похідні. Рівняння балансу в інтегральній формі. 
Узагальнена лема Коші. 
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Повна похідна за часом від інтеграла по рухомому об'єму. Закон збереження маси. 
Рівняння нерозривності. Похідні за часом від інтегралів по рухомих поверхнях і контурах. 
Теорема Кельвіна (Томсона). 
Рівняння переносу Рейнольдса у диференціальній формі. Дивергентна форма рівняння 
переносу. Рівняння переносу в змінних Лагранжа. 
Сили в механіці суцільних середовищ. Об'ємні (масові) і поверхневі сили. Закон зміни 
імпульсу скінченого об'єму середовища. Тензор напружень і фізичний зміст його 
компонент. Диференціальна форма рівняння імпульсів. Тензор густини потоку імпульсу 
суцільного середовища. 
Закон зміни моменту імпульсу в МСС. Симетричність тензора напружень в класичному 
випадку.  
Теорема про зміну кінетичної енергії. Потужність внутрішніх поверхневих сил. Закон 
зміни повної енергії в МСС. Вектор Умова-Пойнтінга. 

 
Тема 4. ТЕРМОДИНАМІКА КОНТИНУУМУ. 
Визначальні параметри та фазовий простір термодинамічної системи. Рівноважні та 
незворотні процеси. Робота та теплопередача. Перший закон термодинаміки. Енергія 
системи. 
Другий закон термодинаміки для рівноважних процесів. Поняття температури та ентропії. 
Додаткове виробництво ентропії в нерівноважних процесах. Другий закон термодинаміки 
для нерівноважних процесів. 
Гіпотеза локальної рівноваги і тотожність Гіббса. Нерівність Клаузіуса-Дюгема. 
 
Тема 5. МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ КЛАСИЧНИХ СЕРЕДОВИЩ. 
Рівняння балансу ентропії. Основи феноменологічної теорії Онзагера побудови 
матеріальних рівнянь. Основні класичні моделі суцільних середовищ. Ідеальнірідинні 
середовища та гази. 
Модель ньютонівської рідини. Рівняння Навьє-Стокса. Дисипативна функція. 
Невід'ємність коефіцієнтів в'язкості. 
Рівняння газової динаміки. Звукові хвилі та швидкість їх поширення.   
Лінійно-пружне тверде тіло. Діаграма напружень в залежності від деформацій. 
Узагальнений закон Гука для ізотропного середовища. Рівняння Ламе. 
Початкові і граничні умови в МСС. Умови на поверхнях сильних розривів. Тангенціальні 
(контактні) розриви і ударні хвилі. 

 
3. Структура навчальної дисципліни 

 
 

Назви розділів і тем 
Кількість годин 

Денна форма 
Усього  у тому числі 

л п лаб інд ср 
1 2 3 4 5 6 7 

Тема 1. 
Тензорна алгебра. 

30 6 6   18 

Тема 2. 
Кінематика суцільного середовища  

32 8 6   18 

Тема 3. 
Теорія деформацій  

44 8 8   28 

Контрольна робота 2  2    
Тема 4. 
Динаміка суцільного середовища 

30 6 6   18 

Тема 5 38 4 4   30 
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Математичні моделі класичних 
середовищ 
Розрахунково-графічна робота 4     4 

 Разом 180 32 32   116 
 

4. Теми семінарських (практичних, лабораторних) занять 
 

№ 
з/п 

Назва теми Кількість 
годин 

1 Ортогональні перетворення координат. 1 
2 Аналітичні визначення тензора. 1 
3 Тензорна алгебра. 2 
4 Симетрування  і альтернування. Зворотня тензорна ознака. 2 
5 Псевдотензори. Тензор Леві-Чівіта та його застосування 2 
6 Головні осі і головні значення тензорів 2-го рангу. 2 
7 Інваріанти тензора 2-го рангу. Кульова частина і девіатор тензора. 2 
8 Кінематика суцільного середовища. 4 
9 Матеріальні похідні. 4 
10 Теорія деформацій. 4 
11 Контрольна робота 2 
12 Тензор напружень. Напружений стан у частинці суцільного 

середовища. Круги Мора. 
2 

13 Динамічні рівняння суцільних середовищ. 4 
 Разом 32 
 

5. Завдання для самостійної роботи 
 

№ 
з/п 

Види, зміст самостійної роботи Кількість 
годин 

1 Виконання домашніх завдань з теми «Тензорна алгебра». 18 
2 Виконання домашніх завдань з теми «Кінематика суцільного 

середовища». 
18 

3 Виконання домашніх завдань з теми «Теорія деформацій». 22 
4 Підготовка до контрольної роботи 6 
5 Виконання домашніх завдань з теми «Динаміка суцільного 

середовища». 
18 

6 Виконання домашніх завдань з теми «Математичні моделі 
класичних середовищ». 

30 

7 Виконання розрахунково-графічної роботи 4 
 Разом  116 

 
6. Індивідуальне завдання 

 
Розрахунково-графічна робота з теми «Математичні моделі класичних середовищ» 

 
7. Методи навчання  

 
Використовуються пояснювально-ілюстративний (лекції і практичні заняття), 
репродуктивний (виконання домашніх завдань) і частково-пошуковий (контрольна робота, 
розрахунково-графічна робота) методи. 
 



 7 

8. Методи контролю 
 
Перевірка виконання домашніх завдань, контрольної роботи, розрахунково-графічної 
роботи. Проведення іспиту. 

 
9. Схема нарахування балів 

 
Поточний контроль та контрольна робота 

Контро
льна 

робота 

Розрахун
ково-

графічна 
робота 

Разом Екзамен Сума 

Тема 1 Тема 2 Тема 3 Тема 4 Тема 5 
60 40 100 

8 8 8 8 8 10 10 
 

 
Критерії оцінювання 

 
 Критерії оцінювання успішності студентів під час поточного контролю 
 Активність студентів під час практичних занять, якісне виконання домашніх 
завдань оцінюється до 8 балів по кожній з тем. Максимальна кількість балів по 
контрольній роботі і по розрахунково-графічній роботі складає 10. Нараховується: 

 максимальний бал у разі правильної обґрунтованої відповіді; 
 за незначні та за арифметичні помилки оцінка зменшується від 10 до 30 відсотків; 
 за значні логічні помилки оцінка зменшується до 50 відсотків, якщо хід розв’язання 

в цілому правильний, 
 у разі частково вірних міркувань за відсутності обґрунтованої відповіді 

виставляється до 30 відсотків від максимальної кількості балів 
 розв’язання не відповідає жодному з критеріїв, які сформульовані вище – 

виставляється 0 балів. 
 

Критерії оцінювання успішності студентів під час підсумкового контролю 
 Екзаменаційна робота складається з двох завдань. Кожне завдання оцінюється 
максимально 20 балами. По кожному завданню виставляється: 

 максимальний бал у разі правильної обґрунтованої відповіді; 
 за наявності незначних помилок оцінка зменшується від 10 до 20 відсотків; 
 за значні логічні помилки оцінка зменшується до 50 відсотків, якщо хід розв’язання 

в цілому правильний, 
 у разі частково правильних міркувань за відсутності обґрунтованої відповіді 

виставляється до 30 відсотків від максимальної кількості балів 
 розв’язання не відповідає жодному з критеріїв, які сформульовані вище – 

виставляється 0 балів. 
 

Шкала  оцінювання чотирирівнева 
 

Сума балів за всі види навчальної 
діяльності протягом семестру 

Оцінка 
 

90 – 100 відмінно 
70-89 добре 
50-69 задовільно 
1-49 незадовільно 

 
 

10.Рекомендована література 
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Основна література 
1. Карвацький А. Я. Механіка суцільних середовищ: навч. посіб. – К.: КПІ ім. Ігоря 

Сікорського, 2016. – 290с. 
 

Допоміжна література 
1. Механіка суцільних середовищ: навчальний  посібник/ В. Д. Будак, Я. О. Жук ˗ 

Миколаїв: Іліон,  2011.˗ 160  с. 
 

 
11. Посилання на інформаційні ресурси в Інтернеті, відео-лекції, інше методичне 
забезпечення 

 
www-library.univer.kharkov.ua 

 
 


