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� 1. Áàçèñû Ãàìåëÿ â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Â ýòîì ïàðàãðàôå X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ⊂ X íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûìè, åñëè íè îäèí èç ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî æå ìíîæåñòâà.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà M ⊂ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç M ,

Lin M = {
n∑

k=1

akxk : n ∈ N, ak ∈ C, xk ∈ M}.

Îïðåäåëåíèå 1.3. Áàçèñîì Ã�àìåëÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíî-
æåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñî âñåì
ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðèìåð: n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî èìååò, î÷åâèäíî, áàçèñ Ãàìåëÿ, ñîñòîÿùèé èç n ýëå-
ìåíòîâ.

Òåîðåìà 1.1. (î áàçèñàõ Ãàìåëÿ) Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, dim X > 0.
Òîãäà

a) â X ñóùåñòâóåò áàçèñ Ãàìåëÿ;

b) êàæäûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ áàçèñà Ãàìåëÿ;

c) äâà ðàçëè÷íûõ áàçèñà Ãàìåëÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü;

d) áàçèñû Ãàìåëÿ äâóõ ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ X1 è X2 èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòè ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû, ò.å. ñóùåñòâóåò âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ : X1→X2, ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà
÷èñëî, φ(ax + by) = aφ(x) + bφ(y) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ C, x, y ∈ X1.

Îïðåäåëåíèå 1.4. Ðàçìåðíîñòüþ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ìîùíîñòü áà-
çèñà Ãàìåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. Ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ñëó÷àé dim X=∞.
a) Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà Ãàìåëÿ äîêàæåì ñ ïîìîùüþ ëåììû Öîðíà. Ïóñòü â ïðîñòðàí-

ñòâå X åñòü õîòÿ áû îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò (èíà÷å, ò.å. äëÿ íóëü-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà,
áàçèñ Ãàìåëÿ ïóñò). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M = {Sα, α ∈ A} âñåõ ïîäìíîæåñòâ Sα ⊂ X,
ñîñòîÿùèõ èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ (çäåñü è äàëåå α ∈ A îçíà÷àåò, ÷òî α ïðîáå-
ãàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ A). Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî M íå ïóñòî; íàïðèìåð, îíî
ñîäåðæèò âñå îäíîýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà {x}, åñëè x 6= 0.

Ââåäåì â M ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, ïîëîæèâ Sα1 ≥ Sα2 , åñëè Sα1 ⊃ Sα2 . Òîãäà, î÷åâèäíî,
êàæäàÿ öåïü (ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî M) èìååò âåðõíþþ ãðàíü: äëÿ öåïè
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{Sα, α ∈ A1} âåðõíåé ãðàíüþ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå
⋃

α∈A1

Sα. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå

Öîðíà â ìíîæåñòâå M íàéäåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì åãî S.
Äîêàæåì, ÷òî S êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ãàìåëÿ. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ

S ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü, îäíàêî, Lin S 6= X. Òîãäà íàéäåòñÿ ýëåìåíò x, ëèíåéíî
íåçàâèñèìûé îò ýëåìåíòîâ S. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S̃ = S ∪ {x}. Î÷åâèäíî, S̃ ≥ S, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè S. Ñëåäîâàòåëüíî, Lin S = X, ò.å. S � áàçèñ Ãàìåëÿ.

b) Cëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ.
c) Ïóñòü S = {xα, α ∈ A} è T = {yβ, β ∈ B} � äâà áàçèñà Ãàìåëÿ â ïðîñòðàíñòâå X. ×òî-

áû äîêàçàòü èõ ðàâíîìîùíîñòü, ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå ìíîæåñòâà S è íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà T ′ ⊂ T , è íàîáîðîò, âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâà T è íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà S ′ ⊂ S.

Ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé Öîðíà. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Φ âñåõ âçàèìíî-îäíî-
çíà÷íûõ îòîáðàæåíèé ÷àñòè áàçèñà S íà ÷àñòü áàçèñà T , ò.å. φα : Sα → Tα, Sα ⊂ S,
Tα ⊂ T , òàêèõ ÷òî ìíîæåñòâà (S\Sα)∪Tα ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â ìíîæåñòâå Φ ââåäåì ÷à-
ñòè÷íûé ïîðÿäîê, ñ÷èòàÿ φα1 ≥ φα2 , åñëè φα1 � ïðîäîëæåíèå φα2 , ò.å. Sα1 ⊃ Sα2 è φα1 = φα2

íà Sα2 .
Òîãäà â êàæäîé öåïè ìíîæåñòâà Φ íàéäåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíü. Â ñàìîì äåëå, äëÿ öåïè

{φβ, β ∈ B̃} âåðõíÿÿ ãðàíü � ýòî îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå S̃ =
⋃

β∈B̃

Sβ

ôîðìóëîé φ̃(x) = φβ(x) äëÿ x ∈ Sβ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå Öîðíà ìíîæåñòâî Φ èìååò
ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Îáîçíà÷èì åãî φ. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå φ îïðåäåëåíî íà
âñåì áàçèñå S. Ïóñòü ýòî íå òàê, ò.å. φ : S̃ → T̃ , è S̃ 6= S. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ S,
êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò S̃. Ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ φ ýëåìåíò x ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûì îò ýëåìåíòîâ T̃ . Íî ïîñêîëüêó T � áàçèñ Ãàìåëÿ, òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýëåìåíòîâ T , ò.å. ëèíåéíî çàâèñèì îò T . Ñëåäîâàòåëüíî, T̃ 6= T .
Çíà÷èò, íàéäåòñÿ ýëåìåíò y ∈ T , íå ïðèíàäëåæàùèé T̃ .

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:
1) ýëåìåíò y íå çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ (S\S̃) ∪ T̃ . Òîãäà ýëåìåíòû ìíîæåñòâà

S\(S̃ ∪ {x}) ∪ T̃ ∪ {y}

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîñòðîèì íîâîå îòîáðàæåíèå φ′ : S̃ ∪ {x} → T̃ ∪ {y} ïî ôîðìóëå
φ′(z) = φ(z) ïðè z ∈ S̃ è φ′(x) = y. Î÷åâèäíî, φ′ � ïðîäîëæåíèå φ, ò.å. φ′ ≥ φ, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè φ;

2) ýëåìåíò y çàâèñèò îò ýëåìåíòîâ (S\S̃) ∪ T̃ . Òîãäà îí åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

y =
∑

xi∈S\S̃

aixi +
∑
yj∈T̃

bjyj,

ïðè÷åì õîòÿ áû îäèí êîýôôèöèåíò ai íå ðàâåí íóëþ. Ïóñòü ýòî ai0 . Òîãäà ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà

(
S\(S̃ ∪ {xi0})

)
∪ T̃ ∪ {y} ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïîñòðîèì íîâîå îòîáðàæå-

íèå φ′ : S̃ ∪ {xi0} → T̃ ∪ {y} ïî ôîðìóëå φ′(z) = φ(z) ïðè z ∈ S̃ è φ′(xi0) = y. Î÷åâèäíî,
φ′ � ïðîäîëæåíèå φ, ò.å. φ′ ≥ φ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìàêñèìàëüíîñòè φ.

Èòàê, φ îòîáðàæàåò áàçèñ S íà ÷àñòü áàçèñà T̃ ⊂ T âçàèìíî-îäíîçíà÷íî.
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Ïîìåíÿåì áàçèñû ìåñòàìè; òîãäà àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê âçàèìíî-îäíî-
çíà÷íîìó îòîáðàæåíèþ áàçèñà T íà ÷àñòü áàçèñà S̃ ⊂ S. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà S è T
ðàâíîìîùíû. (ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà ñ) ìîæíî íàéòè â [3, c.10-11]).

d) Î÷åâèäíî, èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ ïåðåâîäèò áàçèñ Ãàìåëÿ â áàçèñ Ãàìåëÿ. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, åñëè S1 � áàçèñ Ãàìåëÿ â ïðîñòðàíñòâå X1, à S2 � â ïðîñòðàíñòâå X2, ïðè÷åì
áàçèñû ðàâíîìîùíû, òî ëþáîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå φ : S1 → S2 ïîðîæäàåò
èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ: ýëåìåíòó x =

∑
aixi, xi ∈ S1, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò

y =
∑

aiyi, ãäå yi = φ(xi) ∈ S2.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïîëíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
áàçèñ Ãàìåëÿ íå ìîæåò áûòü ñ÷åòíûì. (Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Áýðà.)

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîèòü íåîãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà âñåì
áåñêîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. (Óêàçàíèå: îïðåäåëèòü îïåðàòîð âíà-
÷àëå íà áàçèñå Ãàìåëÿ, à çàòåì ïðîäîëæèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî ïî ëèíåéíîñòè.)

� 2. Ïîëíûå îðòîíîðìèðîâàííûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå

Â ýòîì ïàðàãðàôå H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íàä C, à (·, ·) îçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðî-
èçâåäåíèå â H. Íàïîìíèì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ôàêòîâ èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, M ⊂ H. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ëè-
íåéíàÿ îáîëî÷êà Lin M áûëà ïëîòíà â H (ò.å. Lin M = H), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëî íåíóëåâîãî ýëåìåíòà, îðòîãîíàëüíîãî âñåì ýëåìåíòàì ìíîæå-
ñòâà M .

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Ìíîæåñòâî {eα, α ∈ A}
íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ýëåìåíòîâ, åñëè

(eα1 , eα2) =

{
0 ïðè α1 6= α2

1 ïðè α1 = α2

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè â ïðîñòðàíñòâå íå
ñóùåñòâóåò íåíóëåâîãî ýëåìåíòà, îðòîãîíàëüíîãî âñåì ýëåìåíòàì ñèñòåìû.

Òåîðåìà 2.2. Â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàí-
íàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ. Ìîùíîñòè âñåõ ïîëíûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû òàêæå îïèðàåòñÿ íà ëåììó Öîðíà è ìîæåò áûòü ïðîâå-
äåíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1.1.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ðàçìåðíîñòüþ ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàþò ìîùíîñòü
ïîëíîé îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ýëåìåíòîâ.
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Òåîðåìà 2.3. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíîìåðíî â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 2.3 òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñåïàðàáåëüíî. Â ýòîì è òîëüêî ýòîì ñëó÷àå îíî èçîìîðôíî
ïðîñòðàíñòâó `2.

Òåîðåìà 2.4. (íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ) Åñëè {eα, α ∈ A} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà
ýëåìåíòîâ, òî äëÿ êàæäîãî x ∈ H íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî ÷èñåë (x, eα) îòëè÷íî
îò íóëÿ, è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ:∑

α∈A

|(x, eα)|2 ≤ ‖x‖2.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ S = {xα, α ∈ A} íàçû-
âàåòñÿ áàçèñîì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, åñëè ëþáîé ýëåìåíò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

x =
∑
α∈A

bαxα,

ãäå bα ∈ C è íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå êîëè÷åñòâî êîýôôèöèåíòîâ bα îòëè÷íû îò íóëÿ, à
ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H.

Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü {eα, α ∈ A} � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ ãèëüáåð-
òîâà ïðîñòðàíñòâà H. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(a) ñèñòåìà {eα, α ∈ A} ïîëíà;

(b) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ (íàçûâàåìîå òàê-
æå óðàâíåíèåì çàìêíóòîñòè):

‖x‖2 =
∑
α∈A

|(x, eα)|2.

(c) ñèñòåìà {eα, α ∈ A} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà H, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà x ∈ H èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

x =
∑
α∈A

(x, eα)eα.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü {eα, α ∈ A} � ñèñòåìà ýëåìåíòîâ â H. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H èìååò ìåñòî óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè, òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ H
èìååò ìåñòî îáîáùåííîå óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè

(x, y) =
∑
α∈A

(x, eα)(eα, y).

(Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå çàìêíóòîñòè äëÿ ýëåìåíòà x+λy ïðè ïðîèçâîëüíîì λ.)

Çàäà÷à 4. Ïîêàçàòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå ëè-
íåéíûå îïåðàòîðû, ðàâíûå íóëþ íà âñåõ ýëåìåíòàõ îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà (Óêàçà-
íèå: äîïîëíèòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ äî áàçèñà Ãàìåëÿ.)
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Èç òåîðåì 2.5 è 2.1 âûòåêàåò, ÷òî ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìû ïëîò-
íà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì. Íî
ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñèñòåì ýëåìåíòîâ.
Ïóñòü, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî H ñåïàðàáåëüíî è ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà íåêîòîðîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ {xk}∞k=1 ïëîòíà â íåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ H è
ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ ýëåìåíò x(ε) =

∑n(ε)
k=1 ak(ε)xk, òàêîé, ÷òî ‖x − x(ε)‖ < ε. Åñëè

ñèñòåìà {xk}∞k=1 îðòîíîðìèðîâàíà, òî ìîæíî ïîëîæèòü ak(ε) = (x, xk). Â ýòîì ñëó÷àå êî-
ýôôèöèåíòû ak(ε) íå çàâèñÿò îò ε. Ò.ê. x(ε) → x ïðè ε → 0, òî x ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå∑∞

k=1 akxk. Åñëè æå ñèñòåìà íå îðòîíîðìèðîâàíà è êîýôôèöèåíòû ak(ε) çàâèñÿò îò ε, òî
ak(ε) ìîãóò íå èìåòü ïðåäåëà ïðè ε → 0, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå x ìîæåò íå ïðåäñòàâëÿòüñÿ
â âèäå

∑∞
k=1 akxk.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî L2[0, 1]. Êàê èçâåñòíî, ñèñòåìà ôóíêöèé xk(t) = tk−1,
k ∈ N, ëèíåéíî íåçàâèñèìà è åå ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïëîòíà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîêàæåì,
÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Ïóñòü ýòî íåâåðíî, òîãäà êàæäûé ýëåìåíò x ∈ L2[0, 1] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðÿäà
x(t) =

∑∞
k=1 αkt

k−1, ò.å. ‖x(t) −
∑n

k=1 αkt
k−1‖L2[0,1] → 0 ïðè n → ∞. Äëÿ êàæäîãî s ∈ [0, 1]

ðàññìîòðèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îòðåçêà [0, s],

ys(t) =

{
1 ïðè t ∈ [0, s]
0 ïðè t ∈ (s, 1]

Òîãäà (x, ys) = (
∑∞

k=1 αkt
k−1, ys) =

∑∞
k=1 αk(t

k−1, ys) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ. Ïîäñ÷èòàåì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ:

(x, ys) =

∫ s

0

x(t)dt, (tk−1, ys) =

∫ s

0

tk−1dt = sk/k, s ∈ [0, 1].

Òàêèì îáðàçîì,
∫ s

0
x(t)dt =

∑∞
k=1 αks

k/k äëÿ âñåõ s ∈ [0, 1], ïðè÷åì ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè
ñõîäèòñÿ. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ f(s) =

∫ s

0
x(t)dt àíàëèòè÷åñêàÿ ïðè s ∈ [0, 1] è, ñëåäîâàòåëü-

íî, åå ïðîèçâîäíàÿ òàêæå àíàëèòè÷åñêàÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäíàÿ f(s), î÷åâèäíî,
ïî÷òè âñþäó ñîâïàäàåò ñ x(s). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç ïðîñòðàíñòâà L2[0, 1]
ÿâëÿåòñÿ (ïî÷òè âñþäó) àíàëèòè÷åñêîé, ÷òî íåâåðíî.

Îðòîãîíàëèçàöèÿ ñèñòåìû {tk−1}∞k=1 ïðèâîäèò ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðòîãîíàëüíûõ
ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà. Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè íà îòðåçêå [−1, 1].

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëèíîìîâ Pk(t), k ≥ 0, íàçûâàåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà íà îòðåçêå [−1, 1], åñëè

a) Pk(t) èìååò ñòåïåíü òî÷íî k,

b) Pk(t) èìååò ïîëîæèòåëüíûé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò,

c) ïîëèíîìû Pk(t) îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó â ïðîñòðàíñòâå L2[−1, 1].

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà x(t) ∈ L2[−1, 1] äî
êîíå÷íîìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà ïîëèíîìû ñòåïåíè íå âûøå n, äîñòèãà-
åòñÿ íà ýëåìåíòå x̃(t) =

∑n
k=0(x, Pk)Pk(t).
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Çàäà÷à 5. Ïîëó÷èòü íåñêîëüêî ïåðâûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà íà èíòåðâàëå (−1, 1)
ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òðåõ÷ëåííàÿ ôîðìóëà:

µnPn+1(t) + µn−1Pn−1(t) = tPn(t), n ≥ 0, (2.1)

ãäå ïðèíÿòî µ−1 = 0, ïðè÷åì µn = (tPn, Pn+1) > 0 ïðè n ≥ 0.
Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà:

(a) Äëÿ n = 0 ðàâåíñòâî (2.1) î÷åâèäíî; µ0 ìîæíî íàéòè, óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî
ðàâåíñòâà ñêàëÿðíî íà P1.

(b) Ïóñòü ðàâåíñòâî (2.1) äîêàçàíî äëÿ n = k − 1. Çàìåòèì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
Pk(t) � ëèáî ÷åòíàÿ, ëèáî íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ (Pk(t))

2 ÷åòíà.

(c) Ðàññìîòðåòü ïîëèíîì P̃k+1(t) = tPk(t) −
∑k

j=0 ajPj(t) ñòåïåíè k + 1. Ïîêàçàòü, ÷òî
îðòîãîíàëüíîñòü P̃k+1 âñåì ïîëèíîìàì P0, . . . , Pk ýêâèâàëåíòíà óñëîâèÿì a0 = · · · = ak−2 =
0, ak−1 = (tPk, Pk−1), ak = (tPk, Pk).

(d) Ïîëó÷èòü, ÷òî ak = 0, âîñïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðè÷íîñòüþ îòðåçêà (−1, 1) è ÷åò-
íîñòüþ ôóíêöèè (Pk(t))

2.

(e) Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîì P̃k+1(t) = tPk(t) − µk−1Pk−1(t), ãäå µk−1 =
ak−1 = (tPk, Pk−1), ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ ïîëèíîìîì Ëåæàí-
äðà Pk+1(t), ò.å. P̃k+1(t) = cPk+1(t). Íàéòè c, óìíîæàÿ P̃k+1 ñêàëÿðíî íà Pk+1.

(f) Íàêîíåö, ïîêàçàòü, ÷òî èç ïîëîæèòåëüíîñòè ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ
Ëåæàíäðà ñëåäóåò µk−1 > 0.

Èç ôîðìóëû (2.1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïîëèíîì Ëåæàíäðà èìååò íåíóëåâûå êî-
ýôôèöèåíòû ëèáî òîëüêî ïðè ÷åòíûõ, ëèáî òîëüêî ïðè íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ.

Çàäà÷à 7. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëèíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíè n èìååò ðîâíî n ïðîñòûõ
äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ëåæàùèõ íà èíòåðâàëå (−1, 1). (Óêàçàíèå: ïðåäïîëîæèâ, ÷òî
Pn èìååò m < n (ðàçëè÷íûõ) òî÷åê ïåðåìåíû çíàêà íà (−1, 1), ðàññìîòðåòü ïîëèíîì ñòå-
ïåíè m, èìåþùèé ýòè êîðíè, è âîñïîëüçîâàòüñÿ îðòîãîíàëüíîñòüþ.)

Çàäà÷à 8. Äîêàçàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîðíåé ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

a) Pk(t) è Pk+1(t) íå èìåþò îáùèõ êîðíåé;

b) â êîðíÿõ ïîëèíîìà Pk(t) ïîëèíîìû Pk−1(t) è Pk+1(t) èìåþò ðàçíûå çíàêè;

c) êîðíè ïîëèíîìîâ Pk(t) è Pk+1(t) ïåðåìåæàþòñÿ, ò. å. åñëè t1 < · · · < tk � êîðíè
Pk(t), à s1 < · · · < sk+1 � êîðíè Pk+1(t), òî

−1 < s1 < t1 < s2 < t2 < s3 · · · < sk < tk < sk+1 < 1.
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(Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ òðåõ÷ëåííîé ôîðìóëîé; ïîñëåäíèé ïóíêò äîêàçûâàòü ïî èí-
äóêöèè.)

Çàäà÷à 9. Äîêàçàòü, ÷òî Pn óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâ-
íåíèþ: (t2 − 1)P ′′

n (t) + 2tP ′
n(t)− n(n + 1)Pn(t) = 0. (Óêàçàíèå: ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì∫ 1

−1
((t2 − 1)P ′

n(t))′tkdt, k ≤ n, ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî (t2 − 1)P ′′
n (t) + 2tP ′

n(t) + µPn(t) = 0, à
çàòåì íàéòè µ, ðàññìîòðåâ ñòàðøèé êîýôôèöèåíò.)

Çàäà÷à 10. Ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Ëå-
æàíäðà: åñëè Pn(t) =

∑n
k=0 akt

k, òî

ak+2 = −ak
(n− k)(n + k + 1)

(k + 1)(k + 2)
, k ≥ 0.

(Óêàçàíèå: âîñïîëüçîâàòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà
è ðàññìîòðåòü êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà, ñòîÿùåãî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.)

Çàäà÷à 11. Äîêàçàòü, ÷òî ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïî ôîðìóëå
Ðîäðèãà Pn(t) = cn

dn

dtn
((t2 − 1)n), ãäå cn =

√
2n+1

2
· 1

n! 2n .

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà:

(a) äîêàçàòü, ÷òî ïîëèíîì dn

dtn
((t2−1)n) ñòåïåíè n îðòîãîíàëåí âñåì ïîëèíîìàì ñòåïåíè

ìåíüøå n, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ÷àñòÿì k ðàç èíòåãðàë
1∫
−1

dn

dtn
((t2 − 1)n)tkdt, k ≤ n − 1,

è ïîëüçóÿñü ñèììåòðè÷íîñòüþ îòðåçêà (−1, 1). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Pn(t) = cn
dn

dtn
((t2 − 1)n);

(b) äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíñòàíòû cn çàìåòèòü, ÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò Pn(t) ðàâåí
cn

(2n)!
n!

, è ðàññìîòðåòü ðàâåíñòâî

1 = (Pn, Pn) = (Pn, cn
(2n)!

n!
tn) = c2

n

(2n)!

n!

1∫
−1

dn

dtn
((t2 − 1)n)tndt.

Çàäà÷à 12. Ïîëó÷èòü ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà:

P2m(t) =
√

4m+1
2

1
22m

m∑
k=0

(−1)k

k!(2m−k)!
(4m−2k)!
(2m−2k)!

t2m−2k, 2m ≤ n,

P2m+1(t) =
√

4m+3
2

1
22m+1

m∑
k=0

(−1)k

k!(2m+1−k)!
(4m+2−2k)!
(2m+1−2k)!

t2m+1−2k, 2m + 1 ≤ n.

(Óêàçàíèå: äèôôåðåíöèðîâàòü òîæäåñòâî (t2 − 1)n =
n∑

k=0

(−1)kn!
k!(n−k)!

t2n−2k.)

Çàäà÷à 13. Êàêîé âèä èìååò òðåõ÷ëåííàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà â ïðî-
ñòðàíñòâå L2[0, 1]?
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Ïîäðîáíåå î ñâîéñòâàõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà è î äðóãèõ êëàññàõ îðòî-
ãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñì. â [6].

� 3. Áàçèñû Ðèññà

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H ñåïàðàáåëüíî. Â ñè-
ëó òåîðåìû 2.3 îíî îáëàäàåò ñ÷åòíûìè áàçèñàìè. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, ïðè êàêèõ
óñëîâèÿõ ïðîèçâîëüíàÿ (íå îáÿçàòåëüíî îðòîíîðìèðîâàííàÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1 è {yj}∞j=1 íàçûâàþòñÿ áèîðòîãîíàëü-
íî ñîïðÿæåííûìè, åñëè

(xk, yj) =

{
0 ïðè k 6= j
1 ïðè k = j

Çàäà÷à 14. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1 è {yj}∞j=1 áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåí-
íûå. Äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ ëèíåéíî íåçàâèñèìà.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü äâå ïîëíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}∞k=1 è {yj}∞j=1 áèîðòîãîíàëüíî
ñîïðÿæåííûå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ðÿäû

∑∞
j=1(x, xj)yj è

∑∞
k=1(x, yk)xk ñõîäÿòñÿ, òî îíè

ñõîäÿòñÿ ê ýëåìåíòó x. (Óêàçàíèå: îáîçíà÷èâ x̃ ñóììó ðÿäà, ïîêàçàòü, ÷òî ðàçíîñòü x− x̃
îðòîãîíàëüíà âñåì ýëåìåíòàì ïîëíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.)

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ èìååò
áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííóþ. Äëÿ áåñêîíå÷íûõ ñèñòåì ýòîò âîïðîñ ðåøàåòñÿ ñëåäóþùåé
òåîðåìîé.

Òåîðåìà 3.1. (î áèîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ) Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ýëåìåíòîâ
{xk}∞k=1 èìåëà áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííóþ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íèêà-
êîé ýëåìåíò ýòîé ñèñòåìû íå ñîäåðæàëñÿ â çàìûêàíèè ëèíåéíîé îáîëî÷êè îñòàëüíûõ
ýëåìåíòîâ, ò.å. xk 6∈ Lin(xj, j 6= k), k ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Îáîçíà÷èì M =
Lin(xj, j ≥ 1), Mk = Lin(xj, j 6= k), k ≥ 1. Òîãäà Mk � çàìêíóòûå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà, ñîäåðæàùèåñÿ â çàìêíóòîì ïîäïðîñòðàíñòâå M , íî íå ñîâïàäàþùèå ñ íèì. Ðàñ-
ñìîòðèì íåíóëåâûå ýëåìåíòû zk ∈ M\Mk. Îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè ýòèõ ýëåìåíòîâ íà
ìíîæåñòâà Mk îáîçíà÷èì z̃k. Òîãäà ỹk = zk− z̃k îðòîãîíàëüíû âñåì ýëåìåíòàì xj èñõîäíîé
ñèñòåìû, êðîìå xk. Âûáèðàÿ îêîí÷àòåëüíî yk = 1

(ỹk,xk)
ỹk, k ≥ 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {yk}∞k=1 � áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ê èñõîäíîé.

Ïðèìåð. Ïîêàæåì, ÷òî â L2[0, 1] ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk−1}∞k=1 íå èìååò áèîðòîãîíàëüíî
ñîïðÿæåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {yj(t)}∞j=1 � áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ê {tk−1}∞k=1.
Òîãäà (yj, t

j−1) =
∫ 1

0
yj(t)t

j−1dt = 1 è (yj, t
k−1) =

∫ 1

0
yj(t)t

k−1dt = 0 ïðè k 6= j, îòêó-
äà ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè, ÷òî

∫ 1

0
(yj(t)t

j+1)tm−1dt = 0 ïðè m ≥ 1. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà
{tm−1}∞m=1 ïîëíà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1], òî yj(t)t

j+1 = 0 ïî÷òè âñþäó íà (0, 1). Ñëåäîâà-
òåëüíî, yj(t) = 0 ïî÷òè âñþäó íà (0, 1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (yj, t

j−1) = 1.
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Çàäà÷à 16. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà tk äî çàìûêàíèÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êè,
íàòÿíóòîé íà ýëåìåíòû tk+1, tk+2, . . ., â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1].
Ïëàí ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññóæäàòü òàê:

(a) ðàññìîòðåòü z(t) � îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ tk íà ïîäïðîñòðàíñòâî

M = Lin{tk+j, j ≥ 1};

(b) ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà ôóíêöèÿ (z(t)−tk)tk+1 îðòîãîíàëüíà âñåì ôóíêöèÿì tj−1, j ≥ 1;

(c) ïîëó÷èòü îòñþäà, ÷òî z(t) (ïî÷òè âñþäó) ñîâïàäàåò ñ tk, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî tk ∈ M .

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {xk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì ïðîñòðàíñòâà H, ò.å. êàæäûé ýëåìåíò x ∈ H äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå

x =
∞∑

k=1

αkxk, (3.1)

ãäå ðÿä â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà H. Ýòîò áàçèñ íà-
çûâàåòñÿ áàçèñîì Ðèññà 1, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà M ≥ m > 0, ÷òî äëÿ êàæäîãî
x ∈ H èìååò ìåñòî îöåíêà

m

∞∑
k=1

|αk|2 ≤ ‖x‖2 ≤ M
∞∑

k=1

|αk|2. (3.2)

Â ñèëó íåðàâåíñòâ (3.2) ðÿä (3.1) ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ðÿä∑∞
k=1 |αk|2. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñ Ðèññà ïîðîæäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (íî,

âîîáùå ãîâîðÿ, íå èçîìîðôèçì) ìåæäó ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì H è ïðîñòðàíñòâîì
`2, ñîîòíîñÿ ýëåìåíòó x ∈ H ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ {αk}∞k=1. Î÷åâèä-
íî, ñàìè ýëåìåíòû áàçèñà Ðèññà îòâå÷àþò ýëåìåíòàì îðòîíîðìèðîâàííîãî ("åäèíè÷íîãî")
áàçèñà `2.

Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü áàçèñ Ðèññà � "íåìíîãî" èçìåíèòü êàêóþ-ëèáî îðòîíîð-
ìèðîâàííóþ ñèñòåìó ýëåìåíòîâ. Òàêîé ïóòü äàåò

Òåîðåìà 3.2. (Âèíåðà-Ïýëè) Ïóñòü {ek}∞k=1 � îðòîíîðìèðîâàííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü, à íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj}∞j=1 "ìàëî îòëè÷àåòñÿ" îò íåå â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî θ ∈ (0, 1), òàêîå ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ÷èñåë
{αk}n

k=1, n ≥ 1, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

‖
n∑

k=1

αk(ek − xk)‖2 ≤ θ2

n∑
k=1

|αk|2. (3.3)

Òîãäà

a) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj}∞j=1 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà H;

1Çäåñü ìû ñëåäóåì [1, ñòð.56]
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b) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xj}∞j=1 èìååò áèîðòîãîíàëüíî ñîïðÿæåííóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {yk}∞k=1, êîòîðàÿ òîæå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì;

c) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ H èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå
x =

∑∞
k=1 αkxk =

∑∞
j=1 βjyj, ãäå αk = (x, yk), βj = (x, xj), ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû îöåíêè

(1− θ)2

∞∑
k=1

|αk|2 ≤ ‖x‖2 ≤ (1 + θ)2

∞∑
k=1

|αk|2,

1

(1 + θ)2

∞∑
k=1

|βk|2 ≤ ‖x‖2 ≤ 1

(1− θ)2

∞∑
k=1

|βk|2,

ò.å. {xj}∞j=1 è {yk}∞k=1 � áàçèñû Ðèññà.

Äîêàçàòåëüñòâî ([5, ñòð. 225]). Èç (3.3) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ H ðÿä∑∞
k=1(x, ek)(ek − xk) ñõîäèòñÿ. Ââåäåì îïåðàòîð A : H → H, äåéñòâóþùèé ïî ïðàâèëó

Ax =
∞∑

k=1

(x, ek)(ek − xk).

Î÷åâèäíî, A ëèíåéíûé. Äàëåå, èç (3.3) ïîëó÷àåì

‖Ax‖2 = lim
n→∞

‖
n∑

k=1

(x, ek)(ek − xk)‖2 ≤ θ2 lim
n→∞

n∑
k=1

|(x, ek)|2 = θ2‖x‖2,

ò.å. îïåðàòîð A îãðàíè÷åí è åãî íîðìà íå ïðåâîñõîäèò θ. Ïî óñëîâèþ θ < 1, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åí îïåðàòîð B = (I − A)−1, ïðè÷åì Bxk = ek.

Ïîëîæèì yk = B∗ek è ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yk áèîðòîãîíàëüíà ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè xk. Èìååì (xk, yj) = (xk, B

∗ej) = (Bxk, ej) = (BB−1ek, ej) = (ek, ej), ÷òî è
òðåáîâàëîñü. Äàëåå, òàê êàê áàçèñ ek îðòîíîðìèðîâàííûé, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ H èìååì
ïðåäñòàâëåíèÿ

x = B−1Bx = B−1

∞∑
k=1

(Bx, ek)ek =
∞∑

k=1

(x, B∗ek)B
−1ek =

∞∑
k=1

(x, yk)xk,

è àíàëîãè÷íî

x = B∗(B∗)−1x = B∗
∞∑

k=1

((B∗)−1x, ek)ek =
∞∑

k=1

(x, B−1ek)B
∗ek =

∞∑
k=1

(x, xk)yk,

÷òî äîêàçûâàåò ïóíêòû a), b) òåîðåìû.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà c) çàìåòèì, ÷òî

∞∑
k=1

|(x, yk)|2 =
∞∑

k=1

|(x, B∗ek)|2 =
∞∑

k=1

|(Bx, ek)|2 = ‖Bx‖2,
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à òàê êàê B = (I − A)−1, òî 1
1+θ

‖x‖ ≤ ‖Bx‖ ≤ 1
1−θ

‖x‖. Àíàëîãè÷íî,

∞∑
k=1

|(x, xk)|2 =
∞∑

k=1

|(x, B−1ek)|2 =
∞∑

k=1

|((B∗)−1x, ek)|2 = ‖(B∗)−1x‖2,

à òîãäà (1 − θ)‖x‖ ≤ ‖(B∗)−1x‖ = ‖B−1x‖ ≤ (1 + θ)‖x‖, ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû.

Ïðèìåð ([5, ñòð. 226]). Â ïðîñòðàíñòâå L2[−π, π] ðàññìîòðèì ñèñòåìó ôóíêöèé xk(t) =
1√
2π

eiλkt, k = 0,±1,±2, . . .. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë λk "ìàëî îòëè÷àåòñÿ" îò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {1, 2, . . .}, à èìåííî, ïóñòü

M = max
k
|λk − k| < log 2

π
.

Ôóíêöèè ek(t) = 1√
2π

eikt, k = 0,±1,±2, . . ., îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Ïîñêîëüêó

eiλnt − eint = eint(ei(λn−n)t − 1) =
∞∑

k=1

(i(λn − n))k

k!
tkeint,

òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N èìååì∥∥∥∥ N∑
n=−N

|αn(eiλnt − eint)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ N∑
n=−N

∞∑
k=1

αn
(i(λn−n))k

k!
tkeint

∥∥∥∥ ≤
≤

∞∑
k=1

πk

k!

∥∥∥∥ N∑
n=−N

αn(i(λn − n))keint

∥∥∥∥ =
∞∑

k=1

πk

k!

(
N∑

n=−N

|αn|2|λn − n|2k

)1/2

≤

≤
∞∑

k=1

πk

k!
Mk

(
N∑

n=−N

|αn|2
)1/2

≤ (eMπ − 1)

(
N∑

n=−N

|αn|2
)1/2

.

Îáîçíà÷èì θ = eMπ−1. Î÷åâèäíî, óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2 âûïîëíåíû, ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü xk(t) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Ðèññà ïðîñòðàíñòâà L2[−π, π].

� 4. Ïðîñòðàíñòâî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåñåïàðàáåëüíîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà, ò.å. ïðîñòðàíòñâà, â êî-
òîðîì èìååòñÿ íåñ÷åòíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû � ëèíåéíóþ îáîëî÷êó (íàä C) ôóíêöèé âèäà xλ(t) = eiλt,
λ ∈ R, çàäàííûõ íà âñåé îñè. Íà ýòîé ëèíåéíîé îáîëî÷êå ââåäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
ôîðìóëîé

(x, y) = lim
T→∞

1

2T

∫ T

−T

x(t)y(t)dt. (4.1)

Çàäà÷à 17. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ââåäåííîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñèñòåìà ôóíê-
öèé {eiλt}λ∈R îðòîíîðìèðîâàíà.
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Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïîïîëíåíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà ôóíêöèé xλ(t) = eiλt,
λ ∈ R, ïî íîðìå, îïðåäåëÿåìîé ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (4.1), íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé Áåçèêîâè÷à è îáîçíà÷àåòñÿ B2.

Î÷åâèäíî, ïîëó÷åííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íå ñåïàðàáåëüíî, ò.ê. ñîäåðæèò íåñ÷åò-
íóþ îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó eiλt, λ ∈ R.

Ïðè ýòîì èç ðàññìîòðåíèé ïàðàãðàôà 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ B2

íàéäåòñÿ íå áîëåå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ÷èñåë λk (òàê íàçûâàåìûå ïîêàçàòåëè Ôóðüå ýëåìåíòà
x), äëÿ êîòîðûõ ÷èñëà (x, eiλt) (òàê íàçûâàåìûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x) îòëè÷íû
îò íóëÿ, è èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå x =

∑
λ∈R(x, eiλt)eiλt.

Çàäà÷à 18. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå B2 ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ðèññà-Ôèøåðà
â ñëåäóþùåì âàðèàíòå: äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {λk}∞k=1 ⊂ R è êàæäîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè {ak}∞k=1 ⊂ C, òàêîé, ÷òî

∑∞
k=1 |ak|2 < ∞, íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ B2,

äëÿ êîòîðîãî {λk}∞k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ïîêàçàòåëåé Ôóðüå, à {ak}∞k=1 � ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü åãî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðåòü çàìûêàíèå ëèíåéíîé
îáîëî÷êè ýëåìåíòîâ eiλkt, ÿâëÿþùååñÿ ñåïàðàáåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.)

Â ÷àñòíîñòè, â ïðîñòðàíñòâå B2 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, ïîêàçàòåëè Ôóðüå êîòîðîãî � âñå
ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Íàçâàíèå "ïðîñòðàíñòâî ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé" ñâÿçàíî ñî ñëåäóþùèì îïðå-
äåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå 4.2. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t), çàäàííàÿ íà R, íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ïå-
ðèîäè÷åñêîé ïî Áîðó, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî ` = `(ε) > 0, ÷òî íà
ëþáîì îòðåçêå ÷èñëîâîé îñè äëèíû ` íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òàêàÿ òî÷êà τ (òàê íàçû-
âàåìûé ε-ïî÷òè ïåðèîä), ÷òî |x(t + τ)− x(t)| < ε äëÿ ëþáîãî t ∈ R.

Î÷åâèäíî, ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé. Ñìûñë îáîáùåíèÿ
ïîíÿòèÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Åñëè T � ïåðèîä äëÿ íåêîòîðîé
ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè, òî è ÷èñëà nT ïðè âñåõ öåëûõ n òîæå ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäàìè.
Ò.å. ïåðèîäû ëåæàò "îòíîñèòåëüíî ïëîòíî" íà îñè â òîì ñìûñëå, ÷òî íà ëþáîì îòðåçêå
îñè äëèíû T íàéäåòñÿ ïåðèîä. Äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè òîæå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû
ïî÷òè ïåðèîäû ëåæàëè íà îñè îòíîñèòåëüíî ïëîòíî.

Çàäà÷à 19. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêàÿ â ñìûñëå îïðåäåëå-
íèÿ 4.2, òî îíà îãðàíè÷åíà íà âñåé îñè. (Óêàçàíèå: ðàññìîòðåâ ε = 1, `(1) è 1-ïî÷òè
ïåðèîä τ ∈ [−t0,−t0 + `(1)], îöåíèòü |x(t0)| ñ ïîìîùüþ âåëè÷èíû m = max0≤t≤`(1) |x(t)|.)

Çàäà÷à 20. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè äëÿ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè x(t) âåëè÷èíû
`(ε) îãðàíè÷åíû â ñîâîêóïíîñòè ïðè ε → 0, òî x(t) ïåðèîäè÷åñêàÿ. (Óêàçàíèå: ïóñòü
`(ε) ≤ `0 < ∞; âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî òîãäà ε-ïî÷òè ïåðèîäû äëÿ âñåõ ε ëåæàò íà
îòðåçêå (`0, 2`0))

Óòâåðæäåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ x(t) = sin(2πt) + sin(2π
√

2t) ÿâëÿåòñÿ ïî÷òè ïåðèîäè-
÷åñêîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.2.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

(a) Âûáåðåì ëþáîå ε > 0. Ïóñòü p � òàêîå öåëîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ öåëîå
÷èñëî q, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó |p− 1√

2
q| < δ. Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü

â âèäå p = 1√
2
q + δθ, ãäå |θ| < 1. Ïîñêîëüêó sin 2πn = 0 äëÿ öåëûõ n, òî

x(t + p)− x(t) = sin 2π
√

2(t + δθ)− sin 2π
√

2t.

Îòñþäà èìååì |x(t + p)− x(t)| = 2π
√

2δ|θ|| cos 2π
√

2(t + δθ′)| ≤ 2π
√

2δ, òàê ÷òî ïðè 0 < δ <
ε/(2π

√
2) ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ε-ïî÷òè ïåðèîäîì.

(b) Äëÿ ïîëó÷åííîãî δ > 0 çàäàäèì N = [1/δ] + 1 è ïîëîæèì L = L(ε) = Nδ. Ïîñêîëüêó
L > 1, òî íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû L è íà ëþáîì îòðåçêå äëèíû

√
2L íàéäóòñÿ öåëûå

òî÷êè. Ïóñòü mn è kn � öåëûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî mn ∈ ((n− 1)L, nL) è 1√
2
kn ∈ ((n− 1)L, nL)

äëÿ ëþáîãî öåëîãî n.

(c) Îáîçíà÷èì πn = mn− 1√
2
kn. Òàê êàê ÷èñëàmn è 1√

2
kn ëåæàò íà îäíîì è òîì æå èíòåðâà-

ëå äëèíû L, òî |πn| < L. Ðàññìîòðèì ïîëóèíòåðâàëû λj = [(j−1)δ, jδ), j = −N + 1, . . . , N ,

äëèíû δ. Î÷åâèäíî, (−L, L) ⊂
N⋃

j=−N+1

λj, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîå ÷èñëî πn ïîïàäàåò â îäèí

èç ýòèõ ïîëóèíòåðâàëîâ. Ââåäåì âåëè÷èíû

νi =

{
min{|n| : πn ∈ λi}
+∞, åñëè íåò òàêîãî n, ÷òî πn ∈ λi,

è ïóñòü n0 = max{νi < +∞ : i = −N +1, . . . , N, }. Òîãäà äëÿ ëþáîãî n, òàêîãî, ÷òî πn ∈ λj,
íàéäåòñÿ n′, òàêîå, ÷òî |n′| ≤ n0 è πn′ ∈ λj. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà πn è πn′ ëåæàò íà îäíîì
è òîì æå èíòåðâàëå äëèíû δ è ïîýòîìó |πn − πn′| < δ èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, πn = πn′ + δθ
ïðè íåêîòîðîì |θ| < 1.

(d) Âñïîìíèâ îïðåäåëåíèå πn, ïîëó÷àåì îòñþäà, ÷òî

mn −mn′ =
1√
2
(kn − kn′) + δθ. (4.2)

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó

(n− 1)L < mn < nL,
(−n0 − 1)L ≤ (n′ − 1)L < mn′ < n′L ≤ n0L,

òî
(n− 1− n0)L < mn −mn′ < (n + n0 + 1)L. (4.3)

(e) Íàêîíåö, îáîçíà÷èì pn = mn−mn′ , qn = kn−kn′ è ïîëîæèì ` = `(ε) = (2n0+3)L. Òîãäà
èç (4.2) ñëåäóåò, ÷òî |pn − 1√

2
qn| < δ, ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïóíêòà (a). Ñëåäîâàòåëüíî,

÷èñëî pn ÿâëÿåòñÿ ε-ïî÷òè ïåðèîäîì. Îêîí÷àòåëüíî, âûáðàâ äëÿ êàæäîãî îòðåçêà [t, t + `]
÷èñëî n ïî ôîðìóëå n = [t/L] + n0 + 2, ïîëó÷èì, ÷òî

t < ([t/L] + 1)L = (n− n0 − 1)L,
t + ` > [t/L]L + ` = (n− n0 − 2 + 2n0 + 3)L = (n + n0 + 1)L,
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ò.å. [(n−n0−1)L, (n+n0 +1)L] ⊂ [t, t+`]. À èç ñîîòíîøåíèÿ (4.3) ïîëó÷àåì, ÷òî íà îòðåçêå
[(n− n0 − 1)L, (n + n0 + 1)L] ëåæèò ε-ïî÷òè ïåðèîä pn. Çíà÷èò, íà êàæäîì îòðåçêå îñè
äëèíû ` ëåæèò ε-ïî÷òè ïåðèîä, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âñå ôóíêöèè èç Lin(eiλt, λ ∈ R) ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå.
Ïîäðîáíîå îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé ñîäåðæèòñÿ â [4].

� 5. Ðàçíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 21. Äîêàçàòü, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå � ñòðîãî
âûïóêëîå ìíîæåñòâî (ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ
x, y ∈ M è ëþáîãî ÷èñëà λ ∈ (0, 1) ýëåìåíò λx + (1 − λ)y ïðèíàäëåæèò âíóòðåííîñòè
ìíîæåñòâà M).

Çàäà÷à 22. Íàéòè çàìûêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà {xk = (1, ak, a2k, . . . , ),
k = 1, 2, . . .} â ïðîñòðàíñòâå `2, åñëè a ∈ (0, 1) � ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Çàäà÷à 23. Ñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðîâ ðàäèóñà 1
4
ïîìåùàåòñÿ â åäèíè÷íûé

øàð â ïðîñòðàíñòâå `2?

Çàäà÷à 24. Äîêàçàòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îãðàíè÷åííûõ âûïóêëûõ çàìêíóòûõ âëîæåííûõ ìíîæåñòâ èìååò îáùóþ òî÷êó.

Çàäà÷à 25. Â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 1] íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà y(t) = t2 äî
ïîäïðîñòðàíñòâà M = {x ∈ L2[0, 1] :

∫ 1

0
x(t)dt = 0}.

Çàäà÷à 26. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà et äî ëèíåéíîé îáîëî÷êè, íàòÿíóòîé íà
ïîëèíîìû ñòåïåíè íå âûøå 2, â ïðîñòðàíñòâå L2[−1, 1].

Çàäà÷à 27. ßâëÿþòñÿ ëè ìíîæåñòâà {x = {xk}∞k=1 ∈ `2 :
∑n

k=1 xk = 0} ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì n è {x = {xk}∞k=1 ∈ `2 :

∑∞
k=1 xk = 0} ëèíåéíûìè (çàìêíóòûìè) ïîäïðîñòðàí-

ñòâàìè â ïðîñòðàíñòâå `2 ? Íàéòè ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòà x̃ = (1, 0, 0, . . .) äî ýòèõ
ìíîæåñòâ. Íàéòè îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê ýòèì ìíîæåñòâàì.

Çàäà÷à 28. Ïóñòü M è N � ïîäïðîñòðàíñòâà â `2, íàòÿíóòûå íà ýëåìåíòû âèäà
x = (x1, 0, x2, 0, x3, . . .) è y = (y1, y1, y2, y2/2, y3, y3/3, . . .) ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòü, ÷òî
M è N � ïîäïðîñòðàíñòâà, à M + N � íåò.

Çàäà÷à 29. Ïóñòü M è N � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà
è ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0

sup
‖x‖=‖y‖=1, x∈M, y∈N

{|(x, y)|} < 1− ε.

Äîêàçàòü, ÷òî M + N � ïîäïðîñòðàíñòâî.
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Çàäà÷à 30. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, à
f � îãðàíè÷åííûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà L. Äîêàçàòü, ÷òî f ìîæíî ïðî-
äîëæèòü íà âñå ïðîñòðàíñòâî áåç óâåëè÷åíèÿ íîðìû åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Ïðèìå÷àíèÿ
Òåîðåìà 1.1 ìîæåò áûòü íàéäåíà â [3, ñòð. 10-11]. ×èòàòåëþ ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíû-

ìè òåîðåìû 2.1 � 2.5; â äàííîì ïîñîáèè îíè ïðèâåäåíû òîëüêî äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ.
Î ðàçëè÷íûõ êëàññàõ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ñì., íàïðèìåð, [6]. Òåîðåìà 3.1 ìîæåò
áûòü íàéäåíà â [1] (ñì. òàêæå ñòð. 52-56). Î áàçèñàõ Ðèññà ñì. òàêæå [2, ñòð. 370 è äàëåå].
Òåîðåìà 3.2 è ïðèìåð ïîñëå íåå ñîäåðæàòñÿ â [5, ñòð. 255-257]. Î ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ
ôóíêöèÿõ ñì. [4].
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