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Анотацiї

Павленко В.М. Полiноми Ермiта та базис в L2(R).

У роботi вивчено функцiї Ермiта та полiноми Ермiта. Розглядається

ортогональний базис, породжений цими функцiями. За допомогою цього

базису розв’язується задача наближеної керованостi для рiвнянь теплопро-

вiдностi на пiвосi.

Pavlenko V.M. Hermite polynomials and a basis in L2(R).

The Hermit polynomials and the Hermit functions are studied in the paper.

The orthonormal basis in L2(R) genereted by these functions is considered.

With the aid of this basis the approximate controllability problem for the

heat equations on a half-axis is solved.
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Роздiл 1. Вступ

У роботi [3] розглянуто керовану систему для рiвняння теплопрово-

дностi на пiвосi.

wt = wxx, x ∈ (0,∞), t ∈ (0, T ) (1.1)

w(0, t) = u(t), t ∈ (0, T ) (1.2)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ (0,∞) (1.3)

w(x, T ) = wT (x), x ∈ (0,∞), (1.4)

де T > 0, w0 ∈ L2(0,+∞), wT ∈ L2(0,+∞), а u ∈ L∞(0, T ) є керуванням.

У цiй роботi було розглянуто проблему наближеної керованостi для цiєї

системи.

Означення 1.1. Стан w0 ∈ L2(0,+∞) керованої системи (1.1)–(1.4)

називається наближено керованим у стан wT ∈ L2(0,+∞) за час T , якщо

для будь-якого ε > 0 iснує керування uε ∈ L∞(0,+∞), для якого розв’язок

wε задачi (1.1)–(1.3) з u = uε задовольняє умову∥∥wε(·, T )− wT
∥∥
L2(0,+∞)

< ε.

У роботi [3] також доведено наступну теорему.

Теорема 1.2. Кожний стан w0 ∈ L2(0,+∞) є наближено керованим у

будь-який стан wT ∈ L2(0,+∞) цiєї системи за час T .

У роботi [3] також доведено, що керована система (1.1)–(1.3) еквiвален-

тна керованiй системi

vt = −σ2v −
√

2

π
iσu, σ ∈ R, t ∈ (0, T ), (1.5)
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v(σ, 0) = v0(σ), σ ∈ R, (1.6)

v(σ, T ) = vT (σ), σ ∈ R, (1.7)

де v0 ∈ L2
odd(R) i vT ∈ L2

odd(R) визначаються за функцiями w0 i wT , вiдпо-

вiдно, а u є тим самим, що i в задачi (1.1)–(1.3). Тут i далi через L2
odd(R)

позначено пiдпростiр непарних функцiй з L2
odd(R).

Для цiєї керованої системи проблема наближеної керованостi набуває

наступного вигляду.

Означення 1.3. Стан v0 ∈ L2
odd(R) керованої системи (1.5)–(1.7) на-

зивається наближено керованим у стан vT ∈ L2
odd(R) за час T , якщо для

будь-якого ε > 0 iснує керування uε ∈ L∞(0, T ), для якого розв’язок vε

задачi (1.5), (1.6) з u = uε задовольняє умову∥∥vε(·, T )− vT
∥∥
L2(R) < ε.

Зазначимо, що перевагою системи (1.5)–(1.7) у порiвняннi iз системою

(1.1)–(1.4) є той факт, що у випадку системи (1.5)–(1.7)ми маємо справу iз

звичайним диференцiальним рiвнянням (1.5), натомiсть, у випадку систе-

ми (1.1)–(1.4) ми маємо справу з рiвнянням з частинними похiдними, що

набагато складнiше.

Далi ми будемо дослiджувати керовану систему (1.5)–(1.7). З результатiв

роботи [3] випливає наступна теорема.

Теорема 1.4. Кожний стан v0 ∈ L2
odd(R) є наближено керованим у будь-

який стан vT ∈ L2
odd(R) цiєї системи за час T .

Квалiфiкацiйну роботу присвячено вивченню алгоритму побудови керу-

вань u ∈ L∞(0, T ), якi розв’язують задачу наближеної керованостi системи

(1.5)–(1.7) за час T для заданих v0 ∈ L2(R) i vT ∈ L2(R).
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Запишемо розв’язок задачi Кошi (1.5), (1.6):

v(σ, t) = e−tσ
2

v0(σ)−
√

2

π
iσ

T∫
0

e−(T−ξ)σ
2

u(ξ)dξ, σ ∈ R.

Позначимо

(ΨTu) (σ) := σ

T∫
0

e−(T−ξ)σ
2

u(ξ)dξ, σ ∈ R,

v0,T (σ) = e−Tσ
2

v0(σ)− vT (σ), σ ∈ R. (1.8)

Зрозумiло, що v0,T ∈ L2(R). Тодi (див. [3] i означення (1.3)) стан v0 системи

(1.5)–(1.7) є наближено керованим у стан vT цiєї системи у тому i лише тому

випадку, коли

∀ε > 0 ∃uε ∈ L∞(0, T )

∥∥∥∥∥v0,T −
√

2

π
iΨT (uε)

∥∥∥∥∥
L2(R)

< ε. (1.9)

Тому далi ми будемо дослiджувати саме виконання умови (1.9) для будь-

якої фiксованої функцiї v0,T ∈ L2(R). Для побудови керувань, якi задоволь-

няють цю умову буде використано систему функцiй Ермiта, яка задає базис

в L2(R), i керування спецiального вигляду, запропонованi в роботi [3].



Роздiл 2. Полiноми Ермiта

Дана робота присвячена розгляду питання про полiноми Ермiта та

базис в L2(R). У математицi полiноми Ермiта — це класична ортогональ-

на полiномiальна послiдовнiсть. Ми можемо зустрiти їх у роздiлах теорiї

ймовiрностi, чисельному аналiзi як квадратуру Гауса, фiзицi, а також в

рiвняннях теплопровiдностi. Пафнутiй Чебишев детально вивчав полiноми

Ермiта, але його роботи не помiчали, i пiзнiше вони були названi на честь

Чарльза Ермiта, який написав про них в 1864 роцi, хоча вони не були вiд-

критi саме ним.

Дамо класичне визначення полiномiв Ермiта.

Означення 2.1. Полiномами Ермiта називається послiдовнiсть полiно-

мiв Hn, n ∈ N0 = N ∪ {0}, що визначаються спiввiдношеннями

Hn(x) = (−1)ne
x2

2

(
e−

x2

2

)(n)
, x ∈ R, n ∈ N0.

Степiнь полiнома Hn дорiвнює n, де n ∈ N0.

Полiноми Ермiта можна явно подати у виглядi:

Hn(x) = n!

n
2∑

m=0

(−1)m

m!(n− 2m)!
(2x)n−2m

= n!


k∑
l=0

(−1)k−l

(2l)!(k − l)!
(2x)2l, n = 2k

k∑
l=0

(−1)k−l

(2l + 1)!(k − l)!
(2x)2l+1, n = 2k + 1

x ∈ R, n ∈ N0.

Розглянемо властивостi полiномiв Ермiта:
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• Симетрiя.

Бачимо, що полiноми Hn є парними або непарними в залежностi вiд

n:

Hn(−x) = (−1)nHn(x).

• Ортогональнiсть.

Полiноми Ермiта утворюють повну ортогональну систему на iнтервалi

(−∞; +∞) з вагою ex
2

Тобто маємо:
∞∫

−∞

Hm(x)Hn(x)e−x
2

dx = 0, ∀m 6= n.

Крiм того,
∞∫

−∞

Hm(x)Hn(x)e−x
2

dx = 2nn!
√
πδmn є дельтою Кронекера.

• Повнота.

Полiноми Ермiта утворюють ортогональний базис гiльбертового про-

стору функцiй, що задовольняють
∞∫

−∞

∣∣f(x)2
∣∣ e−x2dx <∞,

тобто простору L2(R) з вагою e−x
2

.

• Формула додавання.

Маємо:

(a21 + a221 + · · ·+ a2n)
µ
2

µ!
Hµ

[
a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn√

a21 + a221 + · · ·+ a2n

]
=

∑
m1+···+mn=µ

am1
1

m1!
· · · a

mn
n

mn!
Hm1

(x1) · · ·Hmn
(xn).



Роздiл 3. Розвинення функцiй в

ряди Фур’є вiдносно базису

функцiй Ермiта {ψn}N0

3.1. Базис в L2(R)

Функцiї Ермiта утворюють ортогональний базис гiльбертового простору

функцiй. Для n ≥ m, полiном Ермiта має вигляд

Hn(x) = (−1)nex
2

(e−x
2

)(n).

Отримуємо:
∞∫

−∞

Hn(x)Hm(x)e−x
2

dx = (−1)n
∞∫

−∞

(e−x
2

)nHm(x)dx

= (−1)n

(e−x
2

)Hm(x)|∞−∞−
∞∫

−∞

(e−x
2

)(n−1)H
′

mdx


= (−1)n−1

∞∫
−∞

(e−x
2

)(n−1)H
′

mdx

=

∞∫
−∞

e−x
2

Hn−1(x)H
′

mdx

=

∞∫
−∞

e−x
2

Hn−2(x)H
′′

mdx =

∞∫
−∞

e−x
2

Hn−m(x)Hm
mdx

9
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=



∞∫
−∞

H0(x)H(m)
m (x)e−x

2

dx, n = m,

∞∫
−∞

Hn−m−1(x)H(m+1)
m (x)e−x

2

dx, n > m,

=


∞∫

−∞

H0(x)H(m)
m (x)e−x

2

dx, n = m,

0, n > m,

x ∈ R.

Для m ∈ N0 маємо:

H(m)
m (x) = ((2x)m + степенi x меньшi за m)(m) = 2mm!, x ∈ R.

За формулою Ейлера–Пуассона, яка має вигляд:
∞∫

−∞

e−x
2

dx =
√
π,

одержуємо:
∞∫

−∞

H0(x)H(m)
m (x)e−x

2

dx = 2mm!

∞∫
−∞

e−x
2

dx = 2mm!
√
π.

З розрахункiв приведених вище випливає, що
∞∫

−∞

H0(x)Hme
−x2 = 2mm!δmn

√
π.

Будемо розглядати гiльбертiв простiр L2(R), який є сепарабельним (тоб-

то простором, в якому є не бiльш нiж злiченна всюди щiльна множина), i

систему елементiв {ψn}n∈N∪{0} ⊂ L2(R) iз цього простору, яку можна по-

дати у виглядi

ψn(x) = (
√
π2nn!)−

1
2Hn(x)e−

x2

2 , x ∈ R, n ∈ N0.

Цю систему елементiв будемо називати системою функцiй Ермiта в

L2(R). З цього випливає двi теореми.
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Теорема 3.1. (про ортонормованiсть системи функцiй Ермiта в L2(R)).

Система функцiй Ермiта {ψn}n∈N0
є ортонормованою в L2(R).

Теорема 3.2. (про повноту системи функцiй Ермiта в L2(R)). Система

функцiй Ермiта {ψn}n∈N0
є повною в L2(R).

З цих двох теорем випливає, що система функцiй Ермiта {ψn}n∈N0
є

базисом в L2(R). Для будь-якого f ∈ L2(R):

fn = 〈f, ψn〉 = (
√
π2nn!)−

1
2

∞∫
−∞

f(x)Hn(x)e−
x2

2 dx, n ∈ N0.



Роздiл 4. Розвинення функцiй в

ряди Фур’є вiдносно базису

{ψn}N∪{0}

Розглянемо приклади розвинення в ряд Фур’є вiдносно базису {ψn}N∪{0}.

Доведемо два спiввiдношення:

√
2
( e
π

) 1
4

e−
x2

2 sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ψ2n+1(x), (4.1)

√
2 (eπ)−

1
4 e−

x2

2 sinh(x) =
∞∑
n=0

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ψ2n+1(x) (4.2)

де

ψ2n+1(x) =
H2n+1(x)e−

x2

2

π
1
42n+

1
2

√
(2n+ 1)!

, H2n+1 = (2n+ 1)!
n∑
l=0

(−1)n−l(2x)2l+1

(2l + 1)!(n− l)!
.

Доведення (4.1). Пiдставимо у спiввiдношення (4.1) значення ϕ2n+1(x):

√
2
( e
π

) 1
4

e−
x2

2 sin(x) =
∞∑
n=0

(−1)nH2n+1(x)e−
x2

2√
(2n+ 1)!π

1
42n+

1
2

√
(2n+ 1)!

.

Подiлимо обидвi частини на
√

2
( e
π

) 1
4

e−
x2

2 та зведемо подiбнi.

sinx = e−
1
4

∞∑
n=0

(−1)nH2n+1(x)

22n+1(2n+ 1)!

= e−
1
4

∞∑
n=0

(−1)n(2n+ 1)!

22n+1(2n+ 1)!

n∑
l=0

(−1)n+l(2x)2l+1

(2l + 1)!(n− l)!

Помiняємо суми мiсцями:

e−
1
4

∞∑
l=0

(−1)l22l+1

(2l + 1)!

∞∑
n=l

x2l+1

22n+1(n− l)!

12
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= e−
1
4

∞∑
l=0

(−1)l22l+1x2l+1

(2l + 1)!

∞∑
n=l

1

22n+1(n− l)!

=
n=l+m

e−
1
4

∞∑
m=0

(−1)l22l+1x2l+1

(2l + 1)!

∞∑
l=0

1

22l+122m(m)!

=

[
eξ =

∞∑
m=0

ξm

m!
, ξ =

1

4

]
= e−

1
4e

1
4

∞∑
l=0

(−1)l

(2l + 1)!
x2l+1 = sinx.

Таким чином, спiввiдношення (4.1) доведено.

Доведення (4.2). Пiдставимо у спiввiдношення (4.2) значення ϕ2n+1(x):

√
2 (eπ)−

1
4 e−

x2

2 sinh(x) =
∞∑
n=0

H2n+1(x)e−
x2

2

2n
√

(2n+ 1)!π
1
42n+

1
2

√
(2n+ 1)!

.

Подiлимо обидвi частини на
√

2 (eπ)−
1
4 e−

x2

2 та зведемо подiбнi.

sinhx = e
1
4

∞∑
n=0

H2n+1(x)

22n+1(2n+ 1)!

= e
1
4

∞∑
n=0

(2n+ 1)!

22n+1(2n+ 1)!

n∑
l=0

(−1)n−l(2x)2l+1

(2l + 1)!(n− l)!
.

Помiняємо суми мiсцями:

e
1
4

∞∑
l=0

22l+1x2l+1

(2l + 1)!

∞∑
n=l

(−1)n−l

22n+1(n− l)!
=

n=l+m
e

1
4

∞∑
n=0

22l+1x2l+1

(2l + 1)!

∞∑
m=0

(−1)m

22l+122m(m)!

=

[
e−ξ =

∞∑
m=0

(−1)mξm

m!
, ξ = −1

4

]
= e−

1
4e

1
4

∞∑
l=0

x2l+1

(2l + 1)!
= sinhx.

Таким чином, спiввiдношення (4.2) доведено.

Позначимо

f1(x) =
√

2
( e
π

) 1
4

e−
x2

2 sin(x), f2(x) =
√

2 (eπ)−
1
4 e−

x2

2 sinh(x), x ∈ R.

Таким чином, формули (4.1) i (4.2) подають ряди Фур’є вiдносно системи

функцiй Ермiта для функцiй

f1 ∈ L2(R), f2 ∈ L2(R).



Роздiл 5. Збiжнiсть рядiв Фур’є

Оцiнемо норми рiзниць функцiй f1, f2 i часткових сум рядiв Фур’є в

L2(R).

• Нехай

fN1 =
N∑
n=0

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ψ2n+1(x).

Тодi (∥∥f1 − fN1 ∥∥)L2(R) <

√
1

22N(2n+ 3)!
cosh

(
1

2

)
.

Зручно оцiнювати норму в квадратi, тому маємо:(∥∥f1 − fN1 ∥∥)2L2(R)

=

(∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)−

N∑
n=0

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)

∥∥∥∥∥
)2

=

(∥∥∥∥∥
N∑
n=0

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x) +

∞∑
n=N+1

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)

−
N∑
n=0

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)

∥∥∥∥∥
)2

=

(∥∥∥∥∥
∞∑

n=N+1

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)

∥∥∥∥∥
)2

.

Замiнимо на скалярний добуток, маємо:

=

〈 ∞∑
n=N+1

(−1)n

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x),

∞∑
m=N+1

(−1)m

2m
√

(2m+ 1)!
ϕ2m+1(x)

〉

=
∞∑

n=N+1

∣∣∣∣∣ (−1)n

2n
√

(2n+ 1)!

∣∣∣∣∣
2

〈ϕ2n+1(x), ϕ2m+1(x)〉 =
n=m

14
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=
∞∑

n=N+1

∣∣∣∣∣ (−1)n

2n
√

(2n+ 1)!

∣∣∣∣∣
2

=
∞∑

n=N+1

1

2n
√

(2n+ 1)!

=
n=m+N+1

1

22N+2

∞∑
m=0

1

22m(2(m+N + 1) + 1)!

6
1

22N(2n+ 3)!

∞∑
m=0

1

(2m)!

(
1

2

)2m

=
1

22N(2n+ 3)!
cosh

(
1

2

)
.

Треба вилучити з-пiд кореня i отримаємо:

(∥∥f1 − fN1 ∥∥)L2(R)
<

√
1

22N(2n+ 3)!
cosh

(
1

2

)
,

оскiльки

(2m+ 2N + 3)! = (2N + 3)!(2N + 4)! · · · (2N + 3 + 2m)!

≥ (2N + 3)!(2m)!. (5.1)

• Нехай

fN2 =
N∑
n=0

1

2n
√

(2n+ 1)!
ψ2n+1(x).

Зручно оцiнювати норму в квадратi, тому маємо:(∥∥f2 − fN2 ∥∥)2L2(R)

=

(∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

1

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)−

N∑
n=0

1

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)

∥∥∥∥∥
)2

=

(∥∥∥∥∥
N∑
n=0

1

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x) +

∞∑
n=N+1

1

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)

−
N∑
n=0

1

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)

∥∥∥∥∥
)2

=

(∥∥∥∥∥
∞∑

n=N+1

1

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x)

∥∥∥∥∥
)2

.

Замiнимо на скалярний добуток, маємо:

=

〈 ∞∑
n=N+1

1

2n
√

(2n+ 1)!
ϕ2n+1(x),

∞∑
m=N+1

1

2m
√

(2m+ 1)!
ϕ2m+1(x)

〉
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=
∞∑

n=N+1

∣∣∣∣∣ 1

2n
√

(2n+ 1)!

∣∣∣∣∣
2

〈ϕ2n+1(x), ϕ2m+1(x)〉

=
n=m

∞∑
n=N+1

∣∣∣∣∣ 1

2n
√

(2n+ 1)!

∣∣∣∣∣
2

=
∞∑

n=N+1

1

2n
√

(2n+ 1)!

=
n=m+N+1

=
1

22N+2

∞∑
m=0

1

22m(2(m+N + 1) + 1)!

6
1

22N(2n+ 3)!

∞∑
m=0

1

(2m)!

(
1

2

)2m

=
1

22N(2n+ 3)!
cosh

(
1

2

)
.

Треба вилучити з-пiд кореня i, скориставшись оцiнкою, (5.1), отрима-

ємо: (∥∥f2 − fN2 ∥∥)L2(R)
<

√
1

22N(2n+ 3)!
cosh

(
1

2

)
.



Роздiл 6. Графiчна iлюстрацiя

одержаних результатiв

Для рiзних значень N побудуємо графiки функцiй f1, f
N
1 - на одному

рисунку та f2, fN2 - на iншому.

Вiзьмемо N = 1 та N = 100 для f1, fN1 . На рисунку 1, можемо побачити,

що при збiльшеннi N графiк функцiї fN1 наближується до графiку функцiї

f1 (general function).

Рис. 1

17
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Аналогiчна ситуацiя вiдбувається для fN2 i f2 (general function) на ри-

сунку 2.

Рис. 2



Роздiл 7. Побудова керувань

7.1. Побудова кусково-сталих функцiй, що

наближують функцiю Ермiта

Повернемося до розгляду твердження (1.9). Зафiксуємо будь-яку фун-

кцiю v0,T ∈ L2(R). Тодi

v0,T =
∞∑
m=0

νmψ2m+1,

де νm = 〈v0,T , ψ2m+1〉 i ряд у правiй частинi рiвностi збiгається в L2(R).

Отже, для

v0,TN =
N∑
m=0

νnψ2n+1 (7.1)

маємо ∥∥∥v0,TN − v0,T∥∥∥
L2(R)

→ 0, коли N →∞. (7.2)

Перегруповуючи доданки у скiнченнiй сумi (7.1), одержуємо

v0,TN (σ) =
N∑
m=0

νmψ2m+1(σ) =
N∑
n=0

bnσ
2n+1e−

σ2

2 , σ ∈ R, (7.3)

де bn ∈ R.

Позначимо

Mn(σ) = σ2n+1e−
σ2

2 ,

M l
n(σ) = σ2n+1e−

σ2

2

(
e−

σ2

l − 1
σ2

l

)n+1

, σ ∈ R

19
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та

Un
l (ξ) =


(−1)n−j

n
j

 ln+1, ξ ∈
(
j

l
,
j + 1

l

)
, j = 0, n

0, ξ /∈
(

0,
n+ 1

l

] .

Маємо

ϕ2n+1(σ) = (2m+ 1)!
m∑
p=0

(−1)m−p

(m− p)!(2p+ 1)!
(2σ)2p+1e−

σ2

2

= (2m+ 1)!
m∑
p=0

(−1)m−p22p+1

(m− p)!(2p+ 1)!
Mp(σ).

Покажемо, що Ψ1/2U
n
l (σ) = M l

n(σ), тобто

Ψ1/2U
n
l (σ) = σ

1
2∫

0

e−σ
2( 1

2−ξ)Un
l (ξ) dξ = σ2n+1e−

σ2

2

(
e−

σ2

l − 1
σ2

l

)n+1

. (7.4)

Доведення. Пiдставимо Un
l (ξ) та обчислимо iнтеграл:

σ

j+1
l∫

j
l

e−σ
2( 1

2−ξ)(−1)n−j

n
j

 ln+1dξ = σe−
σ2

2

j+1
l∫

j
l

eσ
2ξ(−1)n−j

n
j

 ln+1dξ

= e−
σ2

2

n
j

 (−1)n−jln+1 e
ξσ2

σ2

∣∣∣∣∣
j+1
l

j
l

= e−
σ2

2

n
j

(−1)n−j
ln+1

σ2

(
e

(j+1)σ2

l − e
jσ2

l

)
.

Перепишемо цей вираз за допомогою суми:

n∑
j=0

ln+1

σ
e−

σ2

2

n
j

(e (j+1)σ2

l − e
jσ2

l

)
(−1)n−j

=
ln+1

σ
e−

σ2

2

n+1∑
k=1

 n

k − 1

 e
kσ2

l (−1)n−k−1 −
n∑
k=0

n
k

 e
kσ2

l (−1)n−k


=
ln+1

σ
e−

σ2

2

e (n+1)σ2

l − 1 +
n∑
k=1

 n

k − 1

+

n
k

 e
kσ2

l (−1)n−k+1

 .
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Пiсля скорочення отримуємо:

ln+1

σ
e−

σ2

2

e (n+1)σ2

l − 1 +
n∑
k=1

n+ 1

k

 e
kσ2

l (−1)n−k+1


=
ln+1

σ
e−

σ2

2

n∑
k=0

n+ 1

k

 e
kσ2

l (−1)n−k+1 =
ln+1

σ
e−

σ2

2

(
e
σ2

l − 1
)n+1

,

де  n

k − 1

+

n
k

 =
n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
+

n!

(k)!(n− k)!
=

=
n!

(k)!(n− k + 1)!
(k + (n− k + 1)) =

(n+ 1)!

k!((n+ 1)− k)!
=

n+ 1

k

 .

Спiввiдношення (7.4) доведено.

7.2. Наближення полiномiв Ермiта iнтегра-

лами вiд кусково-сталих функцiй

Позначимо

Mn(σ) = σ2n+1e−
σ2

2 ,

M l
n(σ) = σ2n+1e−

σ2

2

(
e−

σ2

l − 1
σ2

l

)n+1

, σ ∈ R.

Обчислимо границю

lim
l→∞

∥∥Mn −M l
n

∥∥
L2(R)

, n = 0,∞.

Для цього оцiнимо квадрат цiєї норми

(∥∥Mn −M l
n

∥∥)2
L2(R)

=

∞∫
−∞

∣∣Mn −M l
n

∣∣2 dσ
=

∞∫
−∞

σ4n+2e−σ
2

(eσ2l − 1
σ2

l

)n+1

− 1

 dσ.
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Теорема 7.1. (Лебега про мажоровану збiжнiсть). Нехай f i fl є вимiр-

ними на R, l = 0,∞; нехай f(0) = 0,

• fl −→
l−→∞

f , м. с. на R,

• ∃g ∈ L1(R) ∀l = 0,∞ ∀x ∈ R |fl(x)| 6 g(x).

Тодi, f ∈ L1(R) i lim
l→∞

∫
R

fl(x) =

∫
R

f(x).

Першу умову теореми виконано оскiльки M l
n(σ)→ Mn(σ), σ ∈ R \ {0}.

Також маємо∣∣∣∣∣e
σ2

l − 1
σ2

l

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣1 + eξ σ
2

l − 1
σ2

l

∣∣∣∣∣ =
∣∣eξ∣∣ 6 e

∣∣∣σ2l ∣∣∣, σ ∈ R, ξ ∈
[
0,
σ2

l

]
,(eσ2l − 1

σ2

l

)n+1

− 1

2

6 e2
n+1
l σ2

, σ ∈ R.

Отже,∣∣M l
n(σ)

∣∣ 6 σ4n+2e−σ
2

e2
n+1
l σ2

= σ4n+2e−σ
2(1−2n+1

l )
=
(
σ4n+2e−

σ2

2

)(
e−

σ2

2 e2
n+1
l σ2
)

= σ4n+2e−
σ2

2

(
e−

σ2

2 (1−4n+1
l )
)

6 e4n+2e−
σ2

2 =: g(σ), σ ∈ R, 1− 4(n+ 1)

l
> 0.

Отже, ∣∣M l
n(σ)

∣∣ 6 g(σ), σ ∈ R, l > 4n+ 4.

Бачимо, що g ∈ L2(R), отже, другу умову теореми також виконано, тому∥∥Mn −M l
n

∥∥
L2(R) −→ 0, коли l −→∞, n = 0,∞.

Таким чином, ураховуючи (7.2) i (7.3), одержуємо, що функцiя v0,T ∈

L2(R) може бути наближена лiнiйними комбiнацiями функцiй Ψ1/2U
n
l (σ) =

M l
n(σ), σ ∈ R, n ∈ N0, l > 4n + 4, в L2(R), тобто умову (1.9) виконано.

Звiдси випливає справедливiсть теореми 1.2.



Висновки

У данiй роботi ми познайомилися с полiномами Ермiта та вивчили деякi

їх властивостi. Розглянули базис побудований на основi цих многочленiв та

подивилися на поведiнку деяких функцiй, в яких вони використовували-

ся. Полiноми Ермiта вiдiграють велику роль в розв’язаннi задач з фiзики,

наприклад, в рiвняннях теплопровiдностi на нескiнченному промiжку.
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